
 TS  T.P. 10 
Chute verticale d'un solide avec frottement


Utilisation de la méthode d’Euler

Objectifs.

· Utiliser une méthode numérique itérative pour résoudre l’équation différentielle caractéristique

    de l’évolution d’un système mécanique à l’aide d’un tableur.

-
Proposer deux modèles de force de frottement fluide et identifier celui qui convient le mieux.

I. Première approche.

L’étude de l’évolution temporelle d’un système matériel mécanique conduit à mesurer le taux de variation de certaines grandeurs physiques.

Le taux de variation d'un déplacement est une vitesse.
Le taux de variation d'une vitesse est une accélération.
Ce taux de variation instantané est représenté par une dérivée.
L'objet mathématique qui décrit l'évolution temporelle du système est une équation différentielle.
Résoudre une équation différentielle, c’est rechercher une fonction, afin de prévoir l’évolution de ce système. Cela passe par la connaissance :

- des conditions initiales qui définissent l'état du système à une date antérieure,

- des lois d’évolution qui mettent en jeu les actions (forces) qui s’exercent sur le système.

II. La situation-problème.

A la date t = 0, un solide (constitué par quatre ballons de baudruche lestés) de masse M et de volume V est abandonné dans l'air à l'altitude y.

Quelles sont les caractères du mouvement de chute verticale de ce solide dans le champ de pesanteur uniforme ?
1. Quelle est l'équation différentielle du mouvement ?
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Les actions exercées sur ce solide sont :
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- le poids :                      (on admettra que g = g0 = 9,81 N.kg-1 dans le domaine considéré).

- la poussée d'Archimède                              .

- la force de frottement fluide     qui est colinéaire au vecteur vitesse et de sens opposé mais

dont la valeur dépend de la vitesse du solide, de la nature du fluide, de la forme, des 

dimensions, et de l’état de surface du solide.


· Dans le référentiel terrestre galiléen, la deuxième loi de Newton appliquée au solide régit le mouvement de son centre d'inertie G :

· Dans le repère Oy , vertical, orienté vers le bas :

P – FA – f = Ma , soit:

Mg - ( airVg – f = Ma

Cette relation peut s’écrire :

g - 
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 a .          On convient de poser A = g - 
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L’équation s’écrit alors :

A - 
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a) Première hypothèse : force de frottement proportionnelle à la vitesse : f = kv


L’équation s’écrit alors : 
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	                      On a alors à résoudre l’équation différentielle suivante :
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       Remarque : quand la vitesse limite est atteinte, a = 
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de B :  A – Bvlim = 0, soit : B = 
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b) Deuxième hypothèse : force de frottement proportionnelle au carré de la vitesse : f = k’v2

L’équation s’écrit alors : 
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	                      On a alors à résoudre l’équation différentielle suivante :
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       De la même façon, C = 
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2. Quelle est la méthode de résolution numérique ?

Pour résoudre l’une ou l’autre de ces équations, la méthode qui va être utilisée est la méthode

d’Euler :

Considérons l'équation différentielle : a = 
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dv

= A – Bv   
· A la date ti , admettons que l'on connaisse la valeur de v (soit vi).

Calcul de a :
ai = A - Bvi
· A la date ti+1 = ti + (t , quelles est la nouvelle valeur de v?

Admettons que pendant la durée (t (pas de discrétisation temporelle ou pas de résolution), on puisse considérer a = cte = ai
Calcul de v : 
vi+1 = ai.(t + vi 

Cette nouvelle valeur de v nous sert à initialiser un nouveau calcul de a     ...etc...

Indication : Le premier calcul de a est effectué à partir des conditions initiales (t0 , v0) figurant dans l'énoncé du problème.

En résumé :


3. Résolution à l'aide du tableur Excel.

Voici les données permettant les deux résolutions :

· Masse des quatre ballons lestés : M = 22 g ;

· Volume des ballons : V = 5,4 L (chaque ballon étant assimilé à une sphère) ;

· Masse volumique de l’air : (air = 1,187 g.L-1 à 25 °C ;

· Intensité de la pesanteur : g = 9,81 m.s-2.

· Pas de discrétisation temporelle : (t = 0,04 s ;

· Vitesse initiale : v0 = 0.

a) Première feuille de calcul : f = kv.

Dans les colonnes A et B de cette première feuille de calcul, sont indiquées les dates et les diverses

hauteurs de chute.

· Entrer dans la colonne C :

- en C4 la valeur de la vitesse initiale ;

- en C5, taper la formule permettant de calculer v1exp :

· recopier ensuite la formule en utilisant la poignée de recopie. La colonne C est ainsi complé

tée.

      Déterminer la valeur limite de la vitesse : vlim 
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………. puis entrer sa valeur dans la cellule

      J12. Cette valeur s’affiche dans la cellule H1.

      Dans la cellule J15, entrer le calcul permettant de connaître A. Cette valeur s’affiche dans la 

      cellule J1.

      Dans la cellule J18, entrer le calcul permettant de connaître B. Cette valeur s’affiche dans la

      cellule L1. 

      Dans la cellule D4, entrer la valeur de la vitesse initiale.


· Calculs de a et v en utilisant la méthode d’Euler :

colonne E : accélérations ai  déduites de l'équation différentielle du mouvement.

· la cellule E4 reçoit la formule a0 = A – Bv0 : sélectionner la cellule E4 puis taper :

$J$1-$L$1*D4. Respecter les notations, elles utilisent des références absolues !!!!

- recopier cette formule dans toutes les autres cellules (tirer la poignée dans le coin droit).

colonne D: vitesses vi calculées en admettant que ai = Cte sur (t

- la cellule D4 reçoit la valeur de v0
- la cellule D5 reçoit la formule v1 = a0. (t + v0 (=E4*0,04+D4)

- recopier cette formule dans toutes les autres cellules (tirer la poignée dans le coin droit)

En utilisant l'assistant graphique (mode nuage de points, en procédant à deux affichages 

différents) ,dessiner successivement les graphiques représentatifs des variations de vexp = f(t) et

vcalc = g(t).

· Comparer les deux courbes obtenues . L’hypothèse f = kv est-elle totalement satisfaisante ?

b) Deuxième feuille de calcul f = k’v2.

Dans les colonnes A et B de cette deuxième feuille de calcul, sont indiquées les mêmes dates et les 

mêmes hauteurs de chute que sur la feuille précédente.

     Procéder de la même façon que précédemment :

· Remplir la colonne C : v0 en C4, puis calcul de v1exp en C5 et recopie ;

· Entrer la valeur de vlim en J12 (affichage en H1) ;

· Entrer la valeur de A en J15 (affichage en J1) ;

· Entrer le calcul de C en J18 (affichage en L1) ;

· Entrer v0 en D4.

· Calculs de a et v en utilisant la méthode d’Euler :

colonne E : accélérations ai  déduites de l'équation différentielle du mouvement.

· la cellule E4 reçoit la formule a0 = A – Cv02 : sélectionner la cellule E4 puis taper :

$J$1-$L$1*D4*D4. Respecter les notations, elles utilisent des références absolues !!!!

- recopier cette formule dans toutes les autres cellules (tirer la poignée dans le coin droit).

colonne D: vitesses vi calculées en admettant que ai = Cte sur (t

- la cellule D4 reçoit la valeur de v0
- la cellule D5 reçoit la formule v1 = a0. (t + v0 (=E4*0,04+D4)

- recopier cette formule dans toutes les autres cellules (tirer la poignée dans le coin droit)

En utilisant l'assistant graphique (mode nuage de points, en procédant à deux affichages 

différents) ,dessiner successivement les graphiques représentatifs des variations de vexp = f(t) et

vcalc = g(t).

· Comparer les deux courbes obtenues . L’hypothèse f = k’v2 est-elle totalement satisfaisante ?

III. Conclusion.

Même si aucune des deux hypothèses n’est pleinement satisfaisante, les deux courbes passent près des points expérimentaux. Ceci confirme que les frottements peuvent être modélisés par une force qui augmente avec la vitesse.

Les courbes obtenues dans les deux cas montrent qu’il est toujours possible de distinguer deux régimes d’évolution : un régime transitoire accéléré et un régime permanent à vitesse constante (vlim).

Ces courbes montrent que pendant la phase transitoire, l’accélération du mouvement varie toujours de manière continue entre la valeur initiale g(1-(V/M) et la valeur finale 0.

· Augmenter la valeur du pas de résolution, observer les courbes. Discuter la pertinence des courbes obtenues et conclure.

· Le coefficient de frottement fluide est proportionnel au rayon de la goutte.

Si l'on double le rayon de la goutte, comment la vitesse limite varie-t-elle (Effectuer la simulation en modifiant les données) ?

· Simuler une chute verticale dans le vide.

Vérifier, avec un pas suffisamment petit, que l'on retrouve la solution analytique de l'équation différentielle du mouvement.

b) Insertion des graphiques associés

FICHE T.P. 10
Résolution d’équations différentielles


Méthode d’Euler

Le programme prévoit uniquement la résolution numérique de l'équation différentielle correspondant à l'étude de la chute verticale avec frottement.
Quelques données (d'après annales bac)

Poussée d'Archimède : PA = ('.V.g

Coefficient de frottement fluide pour une solide sphérique : k = 6((R

Force de frottement fluide : F = k.v

	
	chute d'une goutte d'eau

dans l'air
	chute d'une bille d'acier

dans la glycérine

	Masse volumique du mobile
	(eau = 1,0.103 kg.m-3
	(acier = 7,8.103 kg.m-3

	Masse volumique du fluide
	('air = 1,3 kg.m-3
	('glycérine = 1,3.103 kg.m-3

	Viscosité de l'air
	(air = 1,8.10-5 kg.m-1.s-1
	(glycérine = 1,0 kg.m-1.s-1

	Valeur du champ de pesanteur
	g = 9,8 N.kg-1
	g = 9,8 N.kg-1

	Rayon de la goutte (ou bille)
	R = 5,0.10-4 m
	R = 1,5.10-3 m

	Volume de la goutte (ou bille)
	V = 5,2.10-10 m3
	V = 1,4.10-8 m3

	Masse de la goutte (ou bille)
	m = 5,2.10-7 kg
	m = 1,1.10-4 kg

	Coefficient de frottement fluide
	k = 1,7.10-7 kg.s-1
	k = 2,8.10-2 kg.s-1

	Poids de la goutte (ou bille)
	P = 5,1.10-6 N
	P = 1,1.10-3 N

	Poussée d'Archimède
	PA = 6,6.10-9 N
	PA = 1,8.10-4 N


Les fichiers Excel proposés.

	Chute verticale avec frottement
	Chute d'une goutte d'eau dans l'air (feuille 1)

Chute d'une bille d'acier dans la glycérine (feuille 2)

Observation des courbes numériques a(t), v(t), z(t).

	Chute libre verticale
	Etude comparée de z(t) analogique et numérique

	Décroissance radioactive
	Evolution de la population moyenne d'un ensemble de noyaux radioactifs : étude comparée de N(t) analogique et numérique.

	Dipôle RC
	Charge et décharge d'un condensateur à travers une résistance :

Etude comparée de uC(t) analogique et numérique.

Observation de i(t) numérique.

	Dipôle RL
	Etablissement et annulation du courant dans un circuit RL : 

Etude comparée de i(t) analogique et numérique.

	Oscillateur électrique RLC
	Oscillations libres dans un circuit RLC série :

Observation des courbes numériques uC(t) et i(t)

Les trois régimes de fonctionnement.

	Oscillateur mécanique
	Oscillations libres d'un pendule élastique (solide – ressort) :

Etude comparée de x(t) analogique et numérique.


Annexe 1 : Préparation de la feuille de calcul Excel.
	
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G

	1
	Chute verticale avec frottement fluide (F = k.v)

	2
	Méthode numérique (Euler)

	3
	

	4
	Chute d'une goutte d'eau dans l'air (poussée d'Archimède négligeable)

	5
	Equation différentielle :         z" + (k/m).z' + g = 0          (avec g = g0 = 9,8 m.s-2)

	6
	

	7
	Données
	Conditions initiales
	pas

	8
	m (kg)
	k (kg.s-1)
	g (m.s-2)
	t0 (s)
	z0 (m)
	v0 (m.s-1)
	(en s)

	9
	5,2E-07
	1,7E-07
	9,8
	0
	1000
	0
	0,1

	10
	
	
	
	
	
	
	

	11
	t
	z" = az
	z' = vz
	z 
	
	
	

	12
	(s)
	(m.s-2)
	(m.s-1)
	(m)
	
	
	

	13
	0,0
	-9,8
	0,0
	1000
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	


	
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	10
	
	
	
	
	
	
	

	11
	t
	z" = az
	z' = vz
	z
	
	
	

	12
	(s)
	(m.s-2)
	(m.s-1)
	(m)
	
	
	

	13
	0,0
	-9,8
	0,0
	1000
	
	
	

	14
	0.1
	-9,5
	-1,0
	1000
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	


Annexe 2 : Graphiques Excel associés.
Annexe 3 : Méthode d’Euler avec une calculatrice (CASIO Graph 65)

N.B : Dans notre programme 


T désigne t

A désigne az
Z désigne z

r  désigne ρ

M désigne m


I désigne δt

V désigne vz
F désigne η 
K désigne k

Graphiques.

Dans   STAT  faire GRPH (F1) puis SET (F6).

GRAPH 1 (F1) et sélectionner  Graph type 

: xyLine


XList

: List 1


YList

: List 2

Puis     EXIT      GPH 1 (F1)                         Le graphique az = f(t) s’affiche.

            EXIT   

GRPH (F1) puis  SET (F6).

GRAPH 2 (F2) et sélectionner  Graph type 

: xyLine


XList

: List 1


YList

: List 3

Puis EXIT GPH 2 (F2) 
Le graphique vz = g(t) s’affiche.

De même, avec YList :   List4   tracer  z = h(t)

Le cas de la chute libre verticale.

Pour  η = 0 (pas de frottements), nous retrouvons la solution analytique de l’ιquation différentielle du mouvement à condition d’utiliser un pas suffisamment petit.

Exemple: pour    R = 5.10-4 m ;     ρ = 1,0.103 kg.m3 ;     η = 1.10-9 kg.m-1.s-1 (et non = 0  pour éviter une erreur du type MA -mathématique-)

	si le pas vaut δt = 0,1 s :
	si le pas vaut δt = 0,001 s :
	si le pas vaut δt = 0,00001 s :

	az = 1,76.10-4 t  - 9,80

vz = - 9,798 t – 3,28.10-3
z = - 4,899 t2 – 9,8.10-1t + 1000
	az = 1,76.10-4 t  - 9,80

vz = - 9,799 t – 3,28.10-7
z = - 4,899 t2 – 9,8.10-3 t + 1000
	az = 1,76.10-4 t  - 9,80

vz = - 9,799 t – 3,28.10-11
z = - 4,90 t2 – 9,58.10-5 t + 1000


(On peut encore diminuer le terme 1,76.10-4 t  de az  en prenant η = 1.10-10 kg.m-1.s-1)

Pour observer l’influence des différents paramètres ( R, η, ρ …).

Afficher z = h(t)  (ou v = g(t) ).

Faire ensuite OPTN et PICT (F1), STO (F1), Pic1.

La courbe correspondant à l’ensemble ( R, η, ρ …) est mιmorisée. 
Exécuter de nouveau le programme en modifiant un paramètre.

Enregistrer cette fois dans Pic2.

Superposer les deux graphiques (ou plusieurs … )


Exemple: successivement pour R = 3,0.10-4 m ; 5,0.10-4m ; 7,0 10-4m.


( avec η = 1,8.10-5 S.I ; ρ = 1,0.103 kg.m-3 ; δt = 0,1 s )

P = M.g





FA = -( air.V. g
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Conditions initiales


ti      ;    vi        





calcul de


ai





calcul de


vi+1





calcul de


zi+1





itération


ti+1





=$D$9





=$F$9





=-(($B$9/$A$9)*C13)-$C$9





=$E$9





=A13+$G$9





=(0.5*B13*$G$9^2)+(C13*$G$9)+D13





=-(($B$9/$A$9)*C14)-$C$9


=-($B$8/$A$8)*C14-$C$8





=B13*$G$9+C13





�EMBED PBrush���








Titre





Dimension des listes 1, 2, 3, 4.


(Il vaut mieux ne pas utiliser les 200 lignes disponibles car on se heurte à un problème de capacité de mémoire au moment d’effectuer les régressions après affichage des graphiques)





Initialisation du paramètre temps


Valeur du champ de pesanteur g = go = 9.8 m.s-2


Vitesse initiale vo = 0 m.s-1


Valeur de zo :   zo = 1000 m





Par exemple :   R = 5.0 10-4 m


Calcul du coefficient de frottement fluide


k = 6(ηR


Masse de la goutte : � EQ \s\do1(\f(4,3)) �( R3 ρ


Calcul de  � EQ \s\do1(\f(k,m)) �


Pas de discrétisation par exemple:  δt = 0.1 s


Initialisation du compteur C :         C = 1





Stockage des valeurs initiales to, ao, vo et zo








Adresse 1


Incrémentation du compteur


Nouvelle valeur de v à t + δt


Stockage de cette valeur


Nouvelle valeur de z à t + δt


Stockage de cette valeur


Incrémentation de t :  t devient t + δt


Stockage de la nouvelle valeur de t





Tant que t < 20 s continuer à remplir le tableau


Faire  MENU     STAT  pour tracer az = f(t), 


vz = g(t),  z = h(t).








"CHUTE  VERTICALE  AVEC


FROTTEMENTS " (


151 → Dim List 1 (


151 → Dim List 2 (


151 → Dim List 3 (


151 → Dim List 4 (





0 → T (


- 9.8 → A (


0 → V (


1000 → Z (


" RAYON  DE  LA  GOUTTE 


 R = " ? → R (


"VISCOSITE = " ? →F (


6 ( ( ( F ( R → K (


4 ( 3 ( ( ( R ^3 ( r  → M (





K ( M → L (





" I = " ? → I (


1 → C (


T →  List 1 [ 1 ] (


A →  List 2 [ 1 ] (


V →  List 3 [ 1 ] (


Z →  List 4 [ 1 ] (


Lbl 1 (


C+1 → C (


A ( I + V → V (


V → List 3 [ C ] (


0.5 ( A ( I2 + V ( I + Z → Z (


Z → List 4 [ C ] (


T + I → T (


T → List 1 [ C ] (


T < 150 ( I ( GOTO 1 (


" FIN " (


" ALLEZ  DANS  STAT "
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