	Chapitre 2
	Barycentre


I. Quelques rappels sur le calcul vectoriel

A] Sans repère

Définition : 

Le point I est le milieu de [AB] si et seulement si 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());AI)
 = 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());IB)
, ou encore 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());AI)
 = EQ \s\do2(\f(1;2)) 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());AB)
, ou encore 


 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());IA)
 + 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());IB)
 = 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());0)
.

Définition :
Soient 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());u)
 et 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());v)
 deux vecteurs non nuls. 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());u)
 et 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());v)
 sont colinéaires si et seulement si il existe un réel k non nul tel que 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());u)
 = k 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());v)
 (les vecteurs 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());u)
 et 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());v)
 ont même direction).
Remarques :
· La droite (AB) est l'ensemble des points M tels que 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());AM)
 et 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());AB)
 sont colinéaires.

M SYMBOL 206 \f "Symbol"\h (AB) SSI il existe un réel k tel que 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());AM)
 = k 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());AB)
.

· Trois points A, B et C sont alignés si et seulement si 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());AB)
 et 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());AC)
 sont colinéaires.

· Le vecteur nul 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());0)
 est colinéaire à tous les vecteurs.

Définition :
La norme du vecteur 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());u)
 = 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());AB)
 est la longueur AB. On note 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h 

SYMBOL  124 \f Times New Roman\s14\h

EQ );u)


 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h 

SYMBOL  124 \f Times New Roman\s14\h



SYMBOL  124 \f Times New Roman\s14\h

 = EQ );AB)

Remarques :
· 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h 

SYMBOL  124 \f Times New Roman\s14\h


 eq \o(\s\up8(\d\fo2()EQ );AB)

EQ 
· Pour tout réel k et tout vecteur 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());u)
, 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h 

SYMBOL  124 \f Times New Roman\s14\h

 k EQ );u)


SYMBOL  124 \f Times New Roman\s14\h

 = EQ kSYMBOL 189 \f "Symbol"\h SYMBOL 180 \f "Symbol"\h 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h 

SYMBOL  124 \f Times New Roman\s14\h

EQ );u)
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Configuration de Thalès et vecteurs

Dans les deux cas ci-dessus, si (MN) // (BC) et si 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());AM)
 = k

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());AB)
  alors 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());AN)
 = k 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());AC)
  et 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());MN)
 = k 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());BC)
.

La réciproque de ce théorème s'énonce de la façon suivante :

Si 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());AM)
 = k

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());AB)
    et   

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());AN)
 = k 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());AC)
    alors les droites (MN) et (BC) sont parallèles.

B] Dans le plan, muni d'un repère

Le plan est rapporté au repère (O; EQ \o(\s\up7(\d\fo1()\d\ba3() SYMBOL 174 \f"Symbol"\s5\h);i)
; EQ \o(\s\up7(\d\fo1()\d\ba3() SYMBOL 174 \f"Symbol"\s5\h);j)
).

Définition :
Le point A a pour coordonnées (xA ; yA) signifie que 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());OA)
 = xA 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());i)
 + yA 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());j)
.

· Soient A(xA ; yA) et B(xB ; yB), le vecteur 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());AB)
 a pour coordonnées (xB – xA ; yB – yA) (on écrit aussi 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());AB)

 eq \b(\a\ac\hs4\co1(xB – xA ; yB – yA))
).

· Soient 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());u)
 eq \b(\a\ac\hs4\co1(x ; y))  et  

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());u’)
  eq \b(\a\ac\hs4\co1(x';y')), alors, 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());u)
 = 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());u’)
 SSI  x = x'  et  y = y'.

· Le vecteur 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());u)
 + 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());u’)
 a pour coordonnées  eq \b(\a\ac\hs4\co1(x + x';y + y')).

· Si k est un réel, alors le vecteur k 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());u)
 a pour coordonnées  eq \b(\a\ac\hs4\co1(kx;ky)).

· Lorsque 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());u)
 et 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());u’)
 ne sont pas nuls, affirmer que 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());u)
 et 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());u’)
 sont colinéaires équivaut à dire que leurs coordonnées sont proportionnelles, c'est-à-dire qu'il existe un réel k tel que x' = kx et y' = ky.

Propriétés :
Les vecteurs 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());u)
 et 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());u’)
 sont colinéaires si et seulement si xy' = x'y.
· On a ainsi :

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h 

SYMBOL  124 \f Times New Roman\s14\h

EQ );u)
x2 + y2)

SYMBOL  124 \f Times New Roman\s14\h

 = EQ 

et 



 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h 

SYMBOL  124 \f Times New Roman\s14\h


 eq \o(\s\up8(\d\fo2()EQ );AB)

EQ (xB – xA)2 + (yB – yA)2)SYMBOL  124 \f Times New Roman\s14\h

SYMBOL  124 \f Times New Roman\s14\h

 = .
II. Barycentre de deux points


[image: image2.wmf]
A] Introduction

Sur une tige de masse négligeable, on suspend deux masses m en A et m' en B.

L'expérience montre que l'ensemble est en équilibre pour la position du pivot en G tel que

mGA = m'GB (loi d'Archimède)

En mathématiques, les vecteurs 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());GA)
 et 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());GB)
 étant colinéaires mais de sens contraires, on traduit cette loi par l'égalité, m 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());GA)
 = - m' 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());GB)
, soit m 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());GA)
 + m' 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());GB)
 = 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());0)
.

On dit que le point A est affecté du coefficient m et B du coefficient m'. Le point G est dit barycentre de
 (A, m), (B, m'). Intuitivement, ce point est le point d'équilibre ou point moyen compte tenu des coefficients.

Remarque :
Par exemple, sur la figure, lorsque m =2 kg et m' = 3 kg, l'équilibre est réalisé.

B] Définition et propriétés

	Définition :
Soient A et B deux points distincts, 

	 a et b deux réels tels que a + b SYMBOL 185 \f "Symbol"\h 0.

	On appelle barycentre de (A,a) et (B,b) l'unique point G défini vectoriellement par :

	

	a

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());GA)
 + b

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());GB)
 = 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());0)

On note G = bar {(A,a)(B,b)}.


Comme a + b SYMBOL 185 \f "Symbol"\h 0, la relation a

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());GA)
 + b

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());GB)
 = 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());0)
 s'écrit : 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());AG)
 = 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \s\do1(\f(b;a + b))

 eq \o(\s\up7(\d\fo2());AB)
.

Cette dernière expression permet d'affirmer que le barycentre G est un point de la droite (AB). Elle permet également la construction d'un barycentre de deux points pondérés.

Remarques : 

· Si a = 0, G = B et si b = 0, G = A.

· Lorsque les coefficients a et b sont égaux (non nuls), on parle d'isobarycentre de A et B ; dans ce cas, G est le milieu de [AB]  (démonstration : on a(

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());GA)
 + 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());GB)
) = 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());0)
 et comme a SYMBOL 185 \f "Symbol"\h 0, on obtient :


 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());GA)
 + 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());GB)
 = 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());0)
 qui signifie que G est le milieu de [AB]).

· Si a + b = 0, G n’existe pas.

· (A,a) est un point pondéré.

Exemple de construction : 
Soit G le barycentre de (A,3) et (B,2).
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Comme 3 + 2 SYMBOL 185 \f "Symbol"\h 0, le barycentre G existe et est défini par : 3

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());GA)
 +2

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());GB)
 = 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());0)
, d'où 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());AG)
 = 2;5)EQ \s\do(\L(  ))

 eq \o(\s\up7(\d\fo2() Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h );AB)
.

(G est plus près de A que de B).
Exercices 1,9p347.

Propriété  :
Soient (A , a) et (B , b)   (a + b SYMBOL 185 \f "Symbol"\h 0) deux points pondérés donnés, et G leur barycentre. Alors A , B et G sont alignés : G SYMBOL 206 \f "Symbol"\h (AB).

Démonstration :

a 

 SYMBOL 190\f Symbol \s5\h 

 SYMBOL 174\f Symbol \s5\h  EQ \o(\s\up7(\d\fo2());GA)
 + b 

 SYMBOL 190\f Symbol \s5\h 

 SYMBOL 174\f Symbol \s5\h  EQ \o(\s\up7(\d\fo2());GB)
 = 

 SYMBOL 190\f Symbol \s5\h 

 SYMBOL 174\f Symbol \s5\h  EQ \o(\s\up7(\d\fo2());0)
 SYMBOL 219 \f "Symbol"\h 

 SYMBOL 190\f Symbol \s5\h 

 SYMBOL 174\f Symbol \s5\h  EQ \o(\s\up7(\d\fo2());GA)
 =  EQ \s\do1(\f(b; a + b)) 

 SYMBOL 190\f Symbol \s5\h 

 SYMBOL 174\f Symbol \s5\h  EQ \o(\s\up7(\d\fo2());BA)
     (a + b SYMBOL 185 \f "Symbol"\h 0).



 SYMBOL 190\f Symbol \s5\h 

 SYMBOL 174\f Symbol \s5\h  EQ \o(\s\up7(\d\fo2());GA)
 et 

 SYMBOL 190\f Symbol \s5\h 

 SYMBOL 174\f Symbol \s5\h  EQ \o(\s\up7(\d\fo2());BA)
 sont colinéaires, donc A , B et G sont alignés.

Exercice :
Soient A et B deux points distincts du plan, G un point quelconque de (AB). Montrer qu’il existe deux réels ( et ( tels que G soit le barycentre de {(A , () , (B , ()}.

Correction :

Par hypothèse, A, B et G sont alignés, donc les vecteurs 

 SYMBOL 190\f Symbol \s5\h 

 SYMBOL 174\f Symbol \s5\h  EQ \o(\s\up7(\d\fo2());GB)
 et 

 SYMBOL 190\f Symbol \s5\h 

 SYMBOL 174\f Symbol \s5\h  EQ \o(\s\up7(\d\fo2());GA)
 sont colinéaires.

Donc, il existe un réel k tel que 

 SYMBOL 190\f Symbol \s5\h 

 SYMBOL 174\f Symbol \s5\h  EQ \o(\s\up7(\d\fo2());GB)
 = k 

 SYMBOL 190\f Symbol \s5\h 

 SYMBOL 174\f Symbol \s5\h  EQ \o(\s\up7(\d\fo2());GA)
 . Alors 

 SYMBOL 190\f Symbol \s5\h 

 SYMBOL 174\f Symbol \s5\h  EQ \o(\s\up7(\d\fo2());GB)
 – k 

 SYMBOL 190\f Symbol \s5\h 

 SYMBOL 174\f Symbol \s5\h  EQ \o(\s\up7(\d\fo2());GA)
  = 

 SYMBOL 190\f Symbol \s5\h 

 SYMBOL 174\f Symbol \s5\h  EQ \o(\s\up7(\d\fo2());0)
 . 

Peut-on alors en déduire que G est le barycentre de {(A , -k) , (B , 1)} ? Non, car il reste à vérifier que

 1 – k SYMBOL 185 \f "Symbol"\h 0. 

On raisonne par l’absurde : supposons que k = 1. Alors 

 SYMBOL 190\f Symbol \s5\h 

 SYMBOL 174\f Symbol \s5\h  EQ \o(\s\up7(\d\fo2());GB)
 – 

 SYMBOL 190\f Symbol \s5\h 

 SYMBOL 174\f Symbol \s5\h  EQ \o(\s\up7(\d\fo2());GA)
 = 

 SYMBOL 190\f Symbol \s5\h 

 SYMBOL 174\f Symbol \s5\h  EQ \o(\s\up7(\d\fo2());0)
, ce qui donne 

 SYMBOL 190\f Symbol \s5\h 

 SYMBOL 174\f Symbol \s5\h  EQ \o(\s\up7(\d\fo2());AB)
 = 

 SYMBOL 190\f Symbol \s5\h 

 SYMBOL 174\f Symbol \s5\h  EQ \o(\s\up7(\d\fo2());0)
.
Contradiction avec les hypothèses, donc k SYMBOL 185 \f "Symbol"\h 1 d’où 1 – k SYMBOL 185 \f "Symbol"\h 0 

Donc, G est bien le barycentre de {(A , – k) , (B , 1)} .

On a donc montré que si A, B et G sont alignés, on peut trouver des coefficients tels que G soit le barycentre de A et B affectés de ces coefficients. Or on sait que deux points et leur barycentre sont toujours alignés. On en déduit donc que la droite (AB) est l’ensemble des barycentres de A et B.

Relation fondamentale (réduction d'une somme de deux vecteurs) : 

Soient A et B deux points distincts et a et b deux réels.

· Si a + b SYMBOL 185 \f "Symbol"\h 0, alors : G est le barycentre du système de points pondérés EQ  \b\bc\{ ()
 si et seulement si 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());aMA)
 + 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());bMB)
 = (a + b)

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());MG)
.

· Si a + b = 0, alors 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());aMA)
 + 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());bMB)
 est constant.

Démonstration :

· Si a + b SYMBOL 185 \f "Symbol"\h 0 alors  G = bar EQ  \b\bc\{ ()
 SSI 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());aGA)
 + 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());bGB)
 = 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());0)
.

SSI a 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \b();GM)
 + 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());MA)
)
 + b 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \b();GM)
 + 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());MB)
)
 = 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());0)
.

SSI a 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());MA)
 + b 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());MB)
 = (a + b)

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());MG)
.
· Si a + b = 0, alors b = -a et

A 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());MA)
 + b 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());MB)
 = a 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \b();MA)
 – 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());MB)
)
 = a 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());BA)
  (indépendant de M).

Remarques : 
· Si I est le milieu de [AB], alors pour tout point M du plan , 

 SYMBOL 190\f Symbol \s5\h 

 SYMBOL 174\f Symbol \s5\h  EQ \o(\s\up7(\d\fo2());MA)
 + 

 SYMBOL 190\f Symbol \s5\h 

 SYMBOL 174\f Symbol \s5\h  EQ \o(\s\up7(\d\fo2());MB)
 = 2

 SYMBOL 190\f Symbol \s5\h 

 SYMBOL 174\f Symbol \s5\h  EQ \o(\s\up7(\d\fo2());MI)
.

· La propriété fondamentale a

 SYMBOL 190\f Symbol \s5\h 

 SYMBOL 174\f Symbol \s5\h  EQ \o(\s\up7(\d\fo2());MA)
 + ( 

 SYMBOL 190\f Symbol \s5\h 

 SYMBOL 174\f Symbol \s5\h  EQ \o(\s\up7(\d\fo2());MB)
 = (a + b) 

 SYMBOL 190\f Symbol \s5\h 

 SYMBOL 174\f Symbol \s5\h  EQ \o(\s\up7(\d\fo2());MG)
 permet de construire le point G à partir de n’importe quel point du plan (M étant choisi arbitrairement, on a alors 

 SYMBOL 190\f Symbol \s5\h 

 SYMBOL 174\f Symbol \s5\h  EQ \o(\s\up7(\d\fo2());MG)
 = 

 SYMBOL 190\f Symbol \s5\h 

 SYMBOL 174\f Symbol \s5\h  EQ \s\do1(\f(a );MA)
 + b 

 SYMBOL 190\f Symbol \s5\h 

 SYMBOL 174\f Symbol \s5\h  EQ \o(\s\up7(\d\fo2());MB)
;a + b))
, qui permet de construire G). En général, nous n’utiliserons pas la formule sous cette forme, mais en choisissant pour M une place particulière :

Si M = G, on retrouve a

 SYMBOL 190\f Symbol \s5\h 

 SYMBOL 174\f Symbol \s5\h  EQ \o(\s\up7(\d\fo2());GA)
 + b

 SYMBOL 190\f Symbol \s5\h 

 SYMBOL 174\f Symbol \s5\h  EQ \o(\s\up7(\d\fo2());GB)
 = 

 SYMBOL 190\f Symbol \s5\h 

 SYMBOL 174\f Symbol \s5\h  EQ \o(\s\up7(\d\fo2());0)
.

Si M = A, on retrouve  (a + b) 

 SYMBOL 190\f Symbol \s5\h 

 SYMBOL 174\f Symbol \s5\h  EQ \o(\s\up7(\d\fo2());AG)
 = b

 SYMBOL 190\f Symbol \s5\h 

 SYMBOL 174\f Symbol \s5\h  EQ \o(\s\up7(\d\fo2());AB)
, soit 

 SYMBOL 190\f Symbol \s5\h 

 SYMBOL 174\f Symbol \s5\h  EQ \o(\s\up7(\d\fo2());AG)
 =  eq \s\do1(\f(b ; b + a)) 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());AB)
.

Si M = B, on retrouve  ( ( + () 

 SYMBOL 190\f Symbol \s5\h 

 SYMBOL 174\f Symbol \s5\h  EQ \o(\s\up7(\d\fo2());BG)
 = ( 

 SYMBOL 190\f Symbol \s5\h 

 SYMBOL 174\f Symbol \s5\h  EQ \o(\s\up7(\d\fo2());BA)
, soit 

 SYMBOL 190\f Symbol \s5\h 

 SYMBOL 174\f Symbol \s5\h  EQ \o(\s\up7(\d\fo2());BG)
 =  eq \s\do1(\f(a ; a + b)) 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());BA)
.

Exercice 15p347.

Théorème :
On ne change pas le barycentre de deux points pondérés en multipliant (ou en divisant) les coefficients par un même nombre k non nul.

Démonstration :

Soient G = bar {(A , () , (B , ()} et G1 = bar {( A , k() , (B , k()}. On veut montrer que G = G1. Or G1 = bar {( A , k() , (B , k()}, d’où k( 

 SYMBOL 190\f Symbol \s5\h 

 SYMBOL 174\f Symbol \s5\h  EQ \o(\s\up7(\d\fo2());G1A)
 + k( 

 SYMBOL 190\f Symbol \s5\h 

 SYMBOL 174\f Symbol \s5\h  EQ \o(\s\up7(\d\fo2());G1B)
 = 

 SYMBOL 190\f Symbol \s5\h 

 SYMBOL 174\f Symbol \s5\h  EQ \o(\s\up7(\d\fo2());0)
 , soit k(( 

 SYMBOL 190\f Symbol \s5\h 

 SYMBOL 174\f Symbol \s5\h  EQ \o(\s\up7(\d\fo2());G1A)
 + ( 

 SYMBOL 190\f Symbol \s5\h 

 SYMBOL 174\f Symbol \s5\h  EQ \o(\s\up7(\d\fo2());G1B)
) = 

 SYMBOL 190\f Symbol \s5\h 

 SYMBOL 174\f Symbol \s5\h  EQ \o(\s\up7(\d\fo2());0)
, soit encore 
( 

 SYMBOL 190\f Symbol \s5\h 

 SYMBOL 174\f Symbol \s5\h  EQ \o(\s\up7(\d\fo2());G1A)
 + ( 

 SYMBOL 190\f Symbol \s5\h 

 SYMBOL 174\f Symbol \s5\h  EQ \o(\s\up7(\d\fo2());G1B)
 = 

 SYMBOL 190\f Symbol \s5\h 

 SYMBOL 174\f Symbol \s5\h  EQ \o(\s\up7(\d\fo2());0)
 (k SYMBOL 185 \f "Symbol"\h 0). G1 est donc aussi le barycentre de {(A , () , (B , ()}, et donc G = G1 d’après l’unicité du barycentre.

Exercices 19, 22p348.

C] Coordonnées dans un repère

On se place dans un repère (O; EQ \o(\s\up7(\d\fo1()\d\ba3() SYMBOL 174 \f"Symbol"\s5\h);i)
; EQ \o(\s\up7(\d\fo1()\d\ba3() SYMBOL 174 \f"Symbol"\s5\h);j)
)

On considère A(xA ; yA) et B(xB ; yB) et deux nombres réels a et b tels que a + b SYMBOL 185 \f "Symbol"\h 0.

Théorème :
 le barycentre G de (A,a) et (B,b) a pour coordonnées :

x  eq \o\al(\s\up-4(G)) = A)) eq \s\do1(\f(ax + bx  eq \o\al(\s\up-4(B));a + b))



y  eq \o\al(\s\up-4(G)) = A)) eq \s\do1(\f(ay + by  eq \o\al(\s\up-4(B));a + b))

Démonstration :

on utilise la relation fondamentale 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());aMA)
 + 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());bMB)
 = (a + b)

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());MG)

M = O



 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());aOA)
 + 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());bOB)
 = (a + b)

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());OG)

d'où les coordonnées.

Exercice 2p346.

Exercices 26, 27, 31, 32p348.

Exercices 37, 38p349.

III. Barycentre de trois points et plus ....

A] Définition et propriétés

Définition :
Soit ABC un triangle et a, b et c trois réels tels que : a + b + c SYMBOL 185 \f "Symbol"\h 0.

On appelle barycentre de (A,a), (B,b) et (C,c) l'unique point G tel que :



 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());aGA)
 + 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());bGB)
 + 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());cGC)
 = 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());0)

Cette relation s'écrit 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());AG)
 = 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \s\do1(\f(b;a+ b + c))

 eq \o(\s\up7(\d\fo2());AB)
 + 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \s\do1(\f(c;a + b + c))

 eq \o(\s\up7(\d\fo2());AC)
, ce qui prouve l'existence et l'unicité de G.

Théorème :

Soit A, B, C trois points et a, b, c trois nombres réel.

Soit M un point quelconque.

· Si a + b + c SYMBOL 185 \f "Symbol"\h 0 alors G = bar {(A , a) , (B , b) , (C , c)} SSI 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());aMA)
 + 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());bMB)
 + 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());cMC)
 = (a + b + c)

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());MG)
.

· Si a + b + c = 0 alors le vecteur 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());aMA)
 + 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());bMB)
 + 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());cMC)
 est constant.

Remarques :
· Comme dans le cas de deux points, on peut multiplier tous les poids des points pondérés par le même réel non nul sans changer le barycentre des trois points.

· Le barycentre de trois points pondérés affectés du même coefficient non nul est appelé isobarycentre des trois points. (l’isobarycentre de trois points pondérés distincts est le centre de gravité du triangle).

Exemple de construction :
Soit ABC un triangle, construire le point G barycentre des points pondérés {(A, 2) (B, 1) (C, -2)}.

G existe car 2 + 1 – 2 = 1 SYMBOL 185 \f "Symbol"\h 0.

et



 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());AG)
 = 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());AB)
 – 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());2AC)

(à construire)

Exercice 40p349.

Exercices 42, 44p350.

Exercices 65, 66p351.

Propriété : coordonnées du barycentre de trois points.

Soient (O; EQ \o(\s\up7(\d\fo1()\d\ba3() SYMBOL 174 \f"Symbol"\s5\h);i)
; EQ \o(\s\up7(\d\fo1()\d\ba3() SYMBOL 174 \f"Symbol"\s5\h);j)
) un repère quelconque du plan , A(xA , yA) , B(xB , yB) , C(xC , yC) trois points du plan, a , b et c trois réels tels que a + b + c  SYMBOL 185 \f "Symbol"\h 0. Soit G = bar {(A , a) , (B , b) , (C , c)}. On a alors :

xA + b.xB + c.xC;a + b + c)) EQ \b\lc\{( \s(xG =  ; yG =  EQ \s\do1(\f(a.yA + b.yB + c.yC;a + b + c))))

Remarques :
· On peut généraliser ces définitions et propriétés pour 4 points, 5 points, ......., n points.

· On n’a parlé dans ce chapitre que des barycentres de deux, trois ou quatre points du plan. On aurait pu considérer ces points dans l’espace, et ils auraient alors eu trois coordonnées (abscisse, ordonnée, et cote) au lieu de deux. G aurait alors lui aussi eu trois coordonnées, dont les deux premières se calculent comme on les a définies plus haut, et la dernière de la manière suivante :

zG =  EQ \s\do1(\f(a.zA + b.zB;a + b)) dans le cas de deux points, zG =  EQ \s\do1(\f(a.zA + b.zB + c.zC;a + b + c )) dans le cas de trois points.

Exercices 55, 58p351.

Exercice 70p352.

Exercices 84, 85p353.

Exercices 89, 92p354.

B] Associativité du barycentre

Théorème :

Soit G le barycentre de points pondérés (A,a), (B,b), (C,c) et (D,d).

Si le système de points pondérés (A,a), (B,b) admet un barycentre E et si le système de points pondérés (C,c), (D,d) admet un barycentre F, alors G est aussi le barycentre de points pondérés (E,a + b), (F, c + d).

Démonstration :

E = barEQ  \b\bc\{ ()
 donc a 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());GA)
 + b 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());GB)
 = (a +b)

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());GE)
.

F = barEQ  \b\bc\{ ()
)
)
 donc c 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());GC)
 + d 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());GD)
 = (c + d)

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());GF)
.

On a 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());aGA)
 + 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());bGB)
 + 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());cGC)
 + 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());dGD)
 = 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());0)
. On en déduit, (a + b)

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());GE)
 + (c + d)

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());GF)
 = 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());0)
, donc 

G = barEQ  \b\bc\{ ()
.

Remarque : 

Si E = barEQ  \b\bc\{ ()
, a + b + c SYMBOL 185 \f "Symbol"\h 0, alors G = bar EQ  \b\bc\{ ()
.

Exemple :

Soit G = barEQ  \b\bc\{ ()
. G est défini par 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());GA)
 + 2 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());GB)
+ 3 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());GC)
 = 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());0)
.

Comme 1 + 2 SYMBOL 185 \f "Symbol"\h 0, le barycentre G1 de (A,1) (B,2) existe et 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());G1A)
 + 2 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());G1B)
 = 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());0)
.



 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());GA)
 + 2 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());GB)
+ 3 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());GC)
 = 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());0)
 SSI 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());GG1)
 + 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());G1A)
 + 2(

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());GG1)
 + 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());G1B)
) +3 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());GC)
 = 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());0)
, 

c'est-à-dire 3 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());GG1)
 + 3 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());GC)
 = 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());0)
, ce qui signifie que G est le barycentre de (G1,3) (C,3). D'où G est le milieu de [G1C].

Applications :

· Soit ABC un triangle non aplati, et G = bar {(A , 1) , (B , 1) , (C , 1)}. Démontrer que G est l’intersection des médianes du triangle.

· Soit ABCD un parallélogramme non aplati. On considère G = isobar {A , B , C , D}, G1 l’isobarycentre de {A , B}, G2 celui de {C , D}, G3 celui de {A , D} et G4 celui de {B , C}. Montrer que (AC) , (BD) , (G1G2) et (G3G4) sont concourantes en G.

Exercices 75, 76p352.

Exercice 80p353.
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