Chapitre 2


Barycentres dans le plan
I) Vecteurs du plan

1) Définition :

Tout vecteur EQ \o(\s\up12(®);u) du plan admet une infinité de représentants parmi lesquels un seul a pour origine un point A fixé.

EQ \o(\s\up12(®);u) = EQ \o(\s\up12(¾®);AB) signifie que le représentant du vecteur EQ \o(\s\up12(®);u) d’origine A a pour extrémité B.

La direction du vecteur non nul EQ \o(\s\up12(®);u) est la droite ( AB ), le sens du vecteur EQ \o(\s\up12(®);u) est la demi-droite [ AB ) et la norme du vecteur EQ \o(\s\up12(®);u) est la distance AB.

Le vecteur nul, noté 0, n’admet ni direction, ni sens et sa norme est nulle.

2) Egalité de deux vecteurs :

Deux vecteurs non nuls sont égaux si et seulement si ils ont même direction, même sens, même norme.

Si A ≠ B et C ≠ D alors, 
EQ \o(\s\up12(¾®);AB) = EQ \o(\s\up12(¾®);CD) 
   équivaut à    
  ABDC est un parallélogramme.
3) Opérations sur les vecteurs :

a) Somme de deux vecteurs :

EQ \o(\s\up12(®);u) et EQ \o(\s\up12(®);v) sont deux vecteurs du plan ; A est un point du plan.

Le vecteur somme de EQ \o(\s\up12(®);u) et de EQ \o(\s\up12(®);v) est le vecteur noté EQ \o(\s\up12(®);u) + EQ \o(\s\up12(®);v) tel que :

• si EQ \o(\s\up12(®);u) = EQ \o(\s\up12(¾®);AB) et EQ \o(\s\up12(®);v) = EQ \o(\s\up12(¾®);BC), alors EQ \o(\s\up12(®);u) + EQ \o(\s\up12(®);v) = EQ \o(\s\up12(¾®);AB) + EQ \o(\s\up12(¾®);BC) = EQ \o(\s\up12(¾®);AC) ( relation de Chasles )

On additionne 2 vecteurs dont l’extrémité du premier est l’origine du second.

• si EQ \o(\s\up12(®);u) = EQ \o(\s\up12(¾®);DE) et EQ \o(\s\up12(®);v) = EQ \o(\s\up12(¾®);DF), alors EQ \o(\s\up12(®);u) + EQ \o(\s\up12(®);v) = EQ \o(\s\up12(¾®);DE) + EQ \o(\s\up12(¾®);DF) = EQ \o(\s\up12(¾®);DG) de sorte que DEGF soit un parallélogramme ( Construction du parallélogramme ).

On additionne deux vecteurs dont les représentants ont même origine.
Propriétés : 

• Tout vecteur EQ \o(\s\up12(®);u) admet un unique vecteur opposé − EQ \o(\s\up12(®);u) ( tel que EQ \o(\s\up12(®);u) + ( − EQ \o(\s\up12(®);u) ) = 0 ).
• Soustraire un vecteur, c’est additionner son opposé.

b) Produit d’un vecteur par un réel :

EQ \o(\s\up12(®);u) est un vecteur non nul du plan, λ est un réel non nul.
Le produit du vecteur EQ \o(\s\up12(®);u) par le réel λ est le vecteur  noté λ EQ \o(\s\up12(®);u) ayant même direction que EQ \o(\s\up12(®);u), même sens que EQ \o(\s\up12(®);u) si λ > 0, un sens contraire à EQ \o(\s\up12(®);u) si λ < 0, et pour norme EQ \b\bc\|(\a\ac(λ)) ×\o(\s\up12();u)EQ \b\bc\U(\a\ac())
.
Si EQ \o(\s\up12(®);u) = EQ \o(\s\up12(¾®);AB), alors λ EQ \o(\s\up12(®);u) = EQ \o(\s\up12(¾®);AP), P appartenant à la demi-droite [ AB ) si λ > 0, à la demi-droite opposée à [ AB ) si λ < 0, et de plus AP = EQ \b\bc\|(\a\ac(λ)) AB.

c) Règles de calcul vectoriel :
 ( EQ \o(\s\up12(®);u) et EQ \o(\s\up12(®);v) deux vecteurs, λ et μ deux réels : 
• 1 EQ \o(\s\up12(®);u) = EQ \o(\s\up12(®);u) 

• λ ( μ EQ \o(\s\up12(®);u) ) = ( λ μ ) EQ \o(\s\up12(®);u)
• λ ( EQ \o(\s\up12(®);u) + EQ \o(\s\up12(®);v) ) = λ EQ \o(\s\up12(®);u) + λ EQ \o(\s\up12(®);v)
• ( λ + μ ) EQ \o(\s\up12(®);u) = ( λ EQ \o(\s\up12(®);u) ) + ( μ EQ \o(\s\up12(®);u) )


• λ EQ \o(\s\up12(®);u) = EQ \o(\s\up12(®);0)   (  λ = 0   ou   EQ \o(\s\up12(®);u) = EQ \o(\s\up12(®);0)
4) Vecteurs colinéaires :

a) Définition :

Deux vecteurs non nuls EQ \o(\s\up12(®);u) et EQ \o(\s\up12(®);v) sont colinéaires si et seulement si l’un est le produit de l’autre par un réel non nul, c'est-à-dire qu’il existe λ appartenant à  ( EQ \o(*;) tel que EQ \o(\s\up12(®);v) = λ EQ \o(\s\up12(®);u).

Par convention, EQ \o(\s\up12(®);0) est colinéaire à tout vecteur du plan.

b) Cas particuliers :

• Deux vecteurs égaux sont colinéaires ( réciproque fausse ).
• Deux vecteurs opposés sont colinéaires ( réciproque fausse ).

c) Parallélisme de droites :

A, B, C, D sont quatre points du plan  tels que A ≠ B et C ≠ D.
Deux droites sont parallèles si et seulement si un vecteur directeur de l’une est colinéaire à un vecteur directeur de l’autre.

Les droites ( AB ) et ( CD ) sont parallèles si et seulement si les vecteurs EQ \o(\s\up12(¾®);AB) et EQ \o(\s\up12(¾®);CD) sont colinéaires.

d) Alignement de points :

A, B et C sont trois points distincts du plan.

A, B et C sont alignés si et seulement si les vecteurs EQ \o(\s\up12(¾®);AB) et EQ \o(\s\up12(¾®);AC) sont colinéaires.

e) Caractérisation vectorielle d’une droite :
A et B sont deux points distincts du plan.

M є ( AB )  (   ( λ є  ( tel que EQ \o(\s\up12(¾®);AM) = λ EQ \o(\s\up12(¾®);AB)
f) Caractérisation vectorielle du milieu d’un segment :
I milieu de [ AB ]  (   EQ \o(\s\up12(¾®);AI) = EQ \o(\s\up12(¾®);IB)    (   EQ \o(\s\up12(¾®);IA) + EQ \o(\s\up12(¾®);IB) = EQ \o(\s\up12(®);0)    (   EQ \o(\s\up12(¾®);AI) = EQ \s\do1(\f(1;2)) EQ \o(\s\up12(¾®);AB)
5) Dans un repère du plan :

( O ; EQ \o(\s\up12(®);i) , EQ \o(\s\up12(®);j) ) est un repère du plan.
a) Définition :

EQ \o(\s\up12(®);u) [image: image1.wmf]÷
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    (   EQ \o(\s\up12(®);u) = x EQ \o(\s\up12(®);i) + y EQ \o(\s\up12(®);j)
b) Egalité de deux vecteurs :

Deux vecteurs sont égaux si et seulement si leurs coordonnées respectives sont égales.

Si  EQ \o(\s\up12(®);u) [image: image2.wmf]÷
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 et EQ \o(\s\up12(¾®);u’) 
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 alors EQ \o(\s\up12(®);u) = EQ \o(\s\up12(¾®);u’)   (   
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c) Opérations sur les vecteurs :

Les coordonnées du vecteur somme de deux vecteurs sont les sommes des coordonnées de ces vecteurs.

Les coordonnées du produit d’un vecteur par un réel sont les produits par ce réel des coordonnées de ce vecteur.

Si EQ \o(\s\up12(®);u) [image: image5.wmf]÷
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 et EQ \o(\s\up12(¾®);u’) 
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 alors EQ \o(\s\up12(®);u) + EQ \o(\s\up12(¾®);u’) 
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  et, pour tout réel λ ,
λ EQ \o(\s\up12(®);u) 
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d) Colinéarité de deux vecteurs :

Deux vecteurs non nuls sont colinéaires si et seulement si leurs coordonnées sont proportionnelles.

EQ \o(\s\up12(®);u) [image: image9.wmf]÷
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 et EQ \o(\s\up12(¾®);u’) 
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 sont colinéaires   (    x y’ − y x’ = 0

e) Vecteurs et  points :

Les coordonnées d’un vecteur sont les différences entre les coordonnées de l’extrémité et celles de l’origine d’un représentant de ce vecteur.

Si A ( xA ; yA ) et B ( xB ; yB ) alors EQ \o(\s\up12(¾®);AB) 
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f) Norme et distance en repère orthonormé :

La norme d’un vecteur est la racine carrée de la somme des carrés de ses coordonnées.

Si EQ \o(\s\up12(®);u) [image: image12.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

y

x

 alors \o(\s\up12();u)EQ \b\bc\U(\a\ac())
 = EQ \r(x² + y²)
Si A ( xA ; yA ) et B ( xB ; yB ) alors \o(\s\up12();AB)EQ \b\bc\U(\a\ac())
 = 
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II) Barycentre de deux points pondérés

1) Définition : Théorème d’existence et d’unicité

A et B sont deux points du plan ; α et β sont deux réels tels que α + β ≠ 0.
Il existe un unique point G tel que α EQ \o(\s\up12(¾®);GA) + β EQ \o(\s\up12(¾®);GB) = EQ \o(\s\up12(®);0).

G est appelé Barycentre des points pondérés ( A ; α ) et ( B ; β ).

α  et β sont les coefficients de pondération ou masses respectivement de A et B.

Remarque : 
•
α et β peuvent être négatifs.



•
dans la pratique, on dit « G barycentre de ( A ; α ) et ( B ; β ) »



•
Si α = β : G est appelé Isobarycentre des points A et B.
 Preuve… 
 « Formule de Placement »  : Pour la construction du barycentre, on utilise le fait que 







EQ \o(\s\up12(¾®);AG) = EQ \s\do1(\f(β;α + β))  EQ \o(\s\up12(¾®);AB)
Exemples :

Construire les barycentres suivants :


• G1 barycentre de ( A ; 1 ) et ( B ; 1 )


• G2 barycentre de ( C ; − 3 ) et ( D ; − 2 )


• G3 barycentre de ( E ; 4 ) et ( F ; − 2 )

2) Propriétés :  dans la suite on suppose  « α + β ≠ 0 » 
a)  HOMOGENEITE  :

Si G est le barycentre de ( A ; α ) et ( B ; β ), alors pour tout réel k non nul, G est le barycentre de ( A ; k α ) et ( B ; k β ).
 Preuve… 
b)  Position du barycentre  

• Si G est le barycentre de ( A ; α ) et ( B ; β ), alors G est situé sur la droite ( AB ).

• Et réciproquement, tout point de ( AB ) est barycentre de A et B affectés de coefficients bien déterminés.
 Preuve… 
Exemple :

Soit les points A ; B et C tels que EQ \o(\s\up12(¾®);AB) = 5 EQ \o(\s\up12(¾®);AC)
a) Déterminer les coefficients pour que A soit le barycentre de B et C.
b) Même question pour que ce soit B le barycentre de A et C.

c) Même question pour que ce soit C le barycentre de A et B.

Remarque : L’isobarycentre des deux points A et B est aussi le milieu du segment [ AB ].
 En regardant d’un peu plus près 
	
	Idée de preuve

	Si le coefficient de A est nul, alors G et B sont 
………………………. ( de même pour B )
	On a α EQ \o(\s\up12(¾®);GA) + β EQ \o(\s\up12(¾®);GB) = EQ \o(\s\up12(®);0) et α = 0, donc β EQ \o(\s\up12(¾®);GB) = EQ \o(\s\up12(®);0) c'est-à-dire EQ \o(\s\up12(¾®);GB) = EQ \o(\s\up12(®);0) ( car β ≠ 0 )

	Si α et β sont de même signe alors G є ……….
	On peut supposer α et β positif. Ainsi 

0 < EQ \s\do1(\f(β;α + β)) < 1… et EQ \o(\s\up12(¾®);AG) = EQ \s\do1(\f(β;α + β)) EQ \o(\s\up12(¾®);AB)

	Si α et β sont de signe contraire, alors G 
appartient …………………………………...
……………………………………………….


	On peut supposer α < 0 et β > 0. 

Deux cas se présentent :
• α + β < 0, ainsi EQ \s\do1(\f(β;α + β)) < 0

• α + β > 0, or α + β < β, ainsi EQ \s\do1(\f(β;α + β)) > 1

On déduit le résultat de EQ \o(\s\up12(¾®);AG) = EQ \s\do1(\f(β;α + β)) EQ \o(\s\up12(¾®);AB)

	Si 
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 > 
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, alors G est « plus près » de 
……. que de ……
	On a α EQ \o(\s\up12(¾®);GA) + β EQ \o(\s\up12(¾®);GB) = EQ \o(\s\up12(®);0) donc α EQ \o(\s\up12(¾®);GA) = − β EQ \o(\s\up12(¾®);GB) 
Ainsi 
[image: image16.wmf]a

 GA = 
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 GB, c'est-à-dire 

EQ \s\do1(\f(GA;GB)) = [image: image18.wmf]b

EQ \s\do1(\f(;
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 Caractérisation barycentrique d’une droite  :

Etant donné deux points distincts A et B, la droite ( AB ) est l’ensemble des barycentres des points pondérés ( A ; α ) et ( B ; 1 − α ), α décrivant l’ensemble (.

c) PROPRIETE FONDAMENTALE  : Formule de Réduction
Si G est le barycentre de ( A ; α ) et ( B ; β ), alors pour tout point M du plan :

α EQ \o(\s\up12(¾®);MA) + β EQ \o(\s\up12(¾®);MB) = ( α + β ) EQ \o(\s\up12(¾®);MG)
 Preuve… 
Remarque :

• Si on considère le milieu I de [ AB ], on retrouve une formule vue en Seconde : 

pour tout point M du plan : EQ \o(\s\up12(¾®);MI) = EQ \s\do1(\f(1;2)) ( EQ \o(\s\up12(¾®);MA) + EQ \o(\s\up12(¾®);MB) ).
• Si M et A sont confondus, on retrouve la formule de placement ; si M et B son confondus, même chose.

♫♫♫ 
Un choix judicieux de M, permet une construction facile de G 
♫♫♫

d)  COORDONNEES DU BARYCENTRE DE DEUX POINTS  :

Le plan est muni d’un repère ( O ; EQ \o(\s\up12(®);i), EQ \o(\s\up12(®);j) ).

Soit A ( xA ; yA ) et B ( xB ; yB ), deux points du plan. Le barycentre G de ( A ; α ) et ( B ; β ) a pour coordonnées :


 xG = EQ \s\do1(\f(1;α + β)) ( α xA + β xB ) 
et
yG = EQ \s\do1(\f(1;α + β)) ( α yA + β yB )  

 Preuve... 
Autrement dit : G a pour abscisse la moyenne pondérée des abscisses de A et B et pour ordonnée la moyenne pondérée des ordonnées de A et B.
Exemple :

Dans un repère orthonormé ( O ; EQ \o(\s\up12(®);i), EQ \o(\s\up12(®);j) ) on a : A ( − 1 ; 3 ) et B ( 2 ; 2 ). Donner les coordonnées du point G barycentre de ( A ; 1 ) et ( B ; 3 ). Placer G.
III) Barycentre de trois points pondérés :
1) Définition : Théorème d’existence et d’unicité
L’étude faite au paragraphe précédent se généralise à trois points pondérés, quatre points ou plus.

Nous n’énoncerons la définition et les propriétés que dans le cas de trois points pondérés. ( pour le cas général, à vous de jouer  ☺☺☺ )

A, B et C sont trois points du plan ; α, β et ( sont trois réels tels que α + β + ( ≠ 0.

Il existe un unique point G tel que α EQ \o(\s\up12(¾®);GA) + β EQ \o(\s\up12(¾®);GB) + ( EQ \o(\s\up12(¾®);GC) = EQ \o(\s\up12(®);0).

G est appelé Barycentre des points pondérés ( A ; α ), ( B ; β ) et ( C ; ( ).

  Comme dans le cas de deux points pondérés…  

• Formule de Placement
Le barycentre est donné par  EQ \o(\s\up12(¾®);AG) = EQ \s\do1(\f(1;α + β + ()) ( β EQ \o(\s\up12(¾®);AB) + ( EQ \o(\s\up12(¾®);AC)  ) ( à démontrer… )

• Homogénéité
Le barycentre ne change pas lorsqu’on multiplie les coefficients par un même nombre non nul.

• Isobarycentre
→ Si α = β = ( ( ≠ 0 ), G est encore appelé isobarycentre de A, B et C.
→  Si A, B et C ne sont pas alignés, alors l’isobarycentre de A, B et C est
 le centre de gravité du triangle ABC.
• Formule de Réduction
Pour tout point M du plan, on peut montrer que  α EQ \o(\s\up12(¾®);MA) + β EQ \o(\s\up12(¾®);MB) + ( EQ \o(\s\up12(¾®);MC) = ( α + β + ( ) EQ \o(\s\up12(¾®);MG)
Cette formule nous permet de construire G en choisissant judicieusement M. ( M = A, M = B… )

• Coordonnées
Dans un repère ( O ; EQ \o(\s\up12(®);i) , EQ \o(\s\up12(®);j) ), on déduit facilement de la formule ci-dessus les coordonnées de G.

En prenant M = O :






xG = EQ \s\do1(\f(1;α + β + ()) ( α xA + β xB + ( xC ) 



et
yG = EQ \s\do1(\f(1;α + β + ()) ( α yA + β yB + ( yC )
Remarque : Si l’un des coefficients est nul ( par exemple ( ), alors G est le barycentre des deux points pondérés ( A ; α ), ( B ; β ).

2) Barycentre Partiel : on suppose α + β + ( ≠ 0

Si on remplace deux points pondérés ( A ; α ) et ( B ; β ) ( avec α + β ≠ 0 ) par leur barycentre H affecté du coefficient α + β, alors le barycentre de ( A ; α ), ( B ; β ), ( C ; ( ) est aussi le barycentre de ( C ; ( ) et ( H ; α + β ).
 Preuve… 
 Mais… quel intérêt ??? 
Cette propriété du barycentre partiel permet de ramener la construction du barycentre de trois points ( ou plus… ), à la construction ( connue, j’espère… ) du barycentre de deux points !!!
Remarque :

Si les coefficients sont de même signe, alors le barycentre est situé à l’intérieur du triangle ABC.

Exercice :

Soit A, B, et C trois points du plan.

Construire le barycentre G de ( A ; 2 ), ( B ; 1 ), ( C ; 1 )
Choisir les combinaisons les plus simples…
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