Chapitre 3

1ière S


[image: image1.bmp]LE BARYCENTRE DANS LE PLAN

L'objectif de ce chapitre est d'introduire un nouvel outil : le barycentre d'un nombre fini de points.
Le barycentre peut être défini physiquement comme le point d'équilibre d'un système de masse. Cette notion fait appel à nos connaissances vectorielles, ainsi nous allons dans un premier temps faire un rappel sur les vecteurs .

I
Rappels sur les vecteurs
Soit deux vecteurs 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());U)
(x;y) et 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());V)
(x';y'),


On appelle déterminant de 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());U)
 et 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());V)
 le nombre: det(

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());U)
;

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());V)
) défini par det(

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());U)
;

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());V)
) = xy'-x'y
Ecriture habituelle:
det(

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());U)
;

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());V)
) =  eq \x\le\ri(\a\ac\hs4\co2(x;x';y;y')) = xy'–yx' 
Exemples: calculer le déterminant des vecteurs:
a) 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());U)
(3; -5) et 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());V)
(-2; -11)








b) 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());W)
(5; 4) et 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());Z)
(15;12)

Remarque: Deux vecteurs sont colinéaires si et seulement si
Colinéarité :
Dire que deux vecteurs 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());U)
 et 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());V)
 non nuls sont colinéaires signifie qu'il existe un réel k non nul, tel que 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());V)
 = k 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());U)
.
Analytiquement ceci se traduit par 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());U)
(x;y) et 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());V)
(x';y') sont colinéaires si xy'-x'y = 0

Parallélisme:
Deux droites (AB) et (CD) sont parallèles lorsque 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());AB)
 et 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());CD)
 sont colinéaires.
Exercices: 1, 2, 5, 8, 10 page 259 et 12, 13 page 260

II
Barycentre de 2 points
1)
Définition
Définition :
Soit (A ;α) et (B ;β) deux points pondérés tels que α + β ≠ 0



Il existe un unique point G tel que α 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());GA)
+ β 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());GB)
 = 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());0)



Ce point G est appelé barycentre des points pondérés (A ;α) et (B ;β)


On note : G = bar { (A ;α) ; (B ;β) } ou G = bar  eq \b(\a\ac\hs2\co2(A;B;α;β))
Démon. : Soit G le barycentre de (A ;α) et (B ;β) démontrez qu’il est unique
Propriété : Soit G = bar { (A ;α) ; (B ;β) } alors on peut écrire 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());AG)
 =  eq \s\do1(\f(β;β+α)) 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());AB)

Conséquences: Le barycentre de 2 points pondérés est toujours sur la droite (AB)
Exercices : 14, 16, 17 19, 20,21 page 260

2)
Homogénéité du barycentre

Démon. : 
Soit G le barycentre de (A ;α) et (B ;β) et k un réel non nul démontrez que G est le barycentre de (A ;kα) et (B ;kβ)
Théorème : 
Si G est barycentre de (A ;α) et (B ;β) alors G est aussi le barycentre de (A ;kα) et (B ;kβ), lorsque k est un réel non nul.

Remarque : lorsque α = β et α ≠ 0, on dit que G est l’isobarycentre de (A ;α) et (B ;β) et G est le milieu de [AB] 
Démon. :
Exercice 59 page 265
3)
Transformation de α 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());MA)
 + β 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());MB)

Théorème :
Soit G le barycentre de (A ;α) et (B ;β),

Pour tout point M du plan on a : α 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());MA)
 + β 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());MB)
 = (α + β) 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());MG)

Démon. :
Exercices: 60,61 page 266
III
Barycentre de trois points

1)
Définition
Définition :
Soit (A ;α) , (B ;β) et (C ;γ) trois points pondérés tels que α + β + γ ≠ 0



1) Il existe un unique point G tel que α 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());GA)
 + β 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());GB)
+ γ 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());GC)
 = 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());0)




Ce point G est appelé barycentre des points pondérés (A ;α) , (B ;β) et (C ;γ)



On note : G = bar { (A ;α) ; (B ;β) ; (C ;γ)}


2) Pour tout point M, on a : α 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());MA)
 + β 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());MB)
 + γ 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());MC)
= (α + β + γ) 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());MG)

Remarque : Lorsque M = A on obtient β 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());AB)
 + γ 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());AC)
= (α + β + γ) 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());AG)

2)
Théorème d’associativité
Démon.:
Soit (A ;α) , (B ;β) et (C ;γ) trois points pondérés tels que α + β + γ ≠ 0 et G leur barycentre. Supposons que α + β ≠ 0 et désignons par I le barycentre de (A ;α) et (B ;β) et montrons que G est le barycentre de (I ; α + β) et (C ;γ)
Théorème d’associativité : 
Soit G le barycentre de (A ;α) , (B ;β) et (C ;γ).

Supposons que α + β ≠ 0 et notons I le barycentre de (A ;α) et (B ;β).

Alors G est le barycentre de (I ; α + β) et (C ;γ)
Exemple: Construire le point G barycentre de trois points(A,1), (B,1) et (C,2) en utilisant le théorème d'associativité.

Théorème: 
L'isobarycentre d'un triangle est le centre de gravité du triangle

Démon.:


Exercices:22, 24p260,31,33, 36 p261
IV
Barycentre de N points


On généralise les résultats établis pour 2 et 3 points à n points ainsi :
Soit (A1 ; α1), (A2 ;α2),…, (An ;αn)


Il existe un unique point G tel que α1 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());GA1)
 + α2 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());GA2)
 + ….+ αn 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());GAn)
 = 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());0)

On adapte ainsi tous les définitions,théorèmes et propriétés vues précédemment……..
Exercices: 39,41 p262
V
Coordonnées du barycentre

Théorème : 
Soit G le barycentre de n points pondérés (avec n ≥ 2).

Dans un repère (O ;

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());i)
 ;

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());j)
) le point G a pour coordonnées en abscisse la moyenne 
pondérée des abscisses des points et en ordonnée la moyenne pondérée des ordonnées.
Démonstration pour G barycentre de 3 points :
Exercices: 45p262
Pour approfondir vos connaissances et avoir plus d'assurance vous pouvez faire:
Exercices: 50,66,67 (simple mais intéressant, ça peut être pratique)

Exercices: 51,52 (droites concourantes)

Exercices: 53, 83,85,88 (lieux géométriques: très intéressants)

Exercice:54 (alignement)
Stepec
Page 4 sur 4
cours barycentre dans le plan.doc

