Barycentre

I- Barycentre de trois points massifs

Definition: un point massif est un couple (M; k) constitué d’un point M et d’un réel k. On dit aussi point pondéré ou affecté d’un coefficient.

Théorème et definition:

Soient: {(A; a) (B; b) (C; c)}

Un système  de trois points massifs  tel que la somme a + b + c  soit non nulle:

Il existe alors un point G  et un seul tel que :

a  _GA + b _GB + c _GC = »£0

G est appelé le barycentre du système  {(A; a) (B; b) (C; c)}

Démonstration:

a _GA+ b _GB + c _GC= »£0
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 a _GA + b (_GA + _AB ) + c (_GA + _AC) = »£0
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 (a + b + c) _AG = b _AB + c(_AC)
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_AG= 
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Conclusion :

_AG  existe et est unique et par conséquent le point G existe et est unique

Première propriété

Le barycentre est inchangé si on multiplie (ou divise) tous les coefficients par le même réel k non nul.

a _GA + b _GB + c _GC = »£0
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 (k.a) _GA + (k.b) _GB + (k.c) _GC = »£0

Relation fondamentale

G est barycentre de { (A ; a ) ( B; b) ( C; c ) } si et seulement si pour tout M du plan 

( a + b+ c ) _MG = a _MA + b _MB + c _MC





Ou encore _MG =  
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(a _MA + b _MB + c _MC) 




Démonstration:

 On insère le point M :

            a _GA +  b _GB + c _GC = »£0 
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      a  (_GM +_MA) + b (_GM + _MB) + c (_GM + _MC) = »£0
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      ( a + b+ c )  _GM + a _MA +  b_MB + c _MC = »£0
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       ( a + b+ c ) _MG = a _MA + b _MB + c _MC

Application

Munissons le plan d’un repère (o ; i; j )

Remplacons M par O dans    _MG =  
[image: image11.wmf]1

abc

++

  (a _MA + b _MB + c _MC)

_OG =  
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  (a _OA + b _OB + c _OC)

Ces vecteurs sont égaux, leurs coordonnées sont égales.
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Les coordonnées de G sont les moyennes pondérées (ou barycentriques) des coordonnées des point A, B, C affectées des coefficients  a , b  et  c

Isobarycentre

a =  b = c = 1

on obtient :

 _GA +  _GB +_GC =»£0

L'isobarycentre de 3 points A,B,C  est le centre de gravité du triangle ABC

II- Barycentre de deux points massifs

Si a + b 
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 0 
G est défini par a _GA + b_GB =»£0

La relation fondamentale s’écrit: 

Pour tout M:

(a + b) _MG = a _MA + b _MB

M=A
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 (a + b) _AG = b _AB
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 _AG = 
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On en déduit que _AG et _AB sont colinéaires et G appartient à la droite (AB).

Propriété: le barycentre de deux points massifs appartient à la droite joignant ces points.

Isobarycentre de deux points massifs

_GA + _GB =»£0

G = m [AB]

L’isobarycentre de deux points est le milieu du segment qui les joint.

Si a et b sont de même signe, G appartient au segment [AB]

En effet 
_AG = 
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Supposons a et b de même signe.

Alors 
    0 
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 1  ; on en déduit : AG 
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Le point G appartient donc au segment [AB]

III- Associativité de la barycentration

Soient G barycentre de { (A ; a ) ( B; b) ( C; c ) }
avec

a + b + c 
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 0 

G’ barycentre de { (A ; a ) ( B; b) }


avec

a + b 
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Alors pour tout pointM:

( a + b+ c ) _MG = a _MA + b _MB + c _MC

Mais 




a _MA + b _MB = ( a + b) _MG’

Donc 




[( a + b) + c ] _MG = ( a + b) _MG’ + c _MC    

Cela signifie que G= bar { ( G’; a + b) ( C; c ) }

Théorème

Si 
G est barycentre de { (A ; a ) ( B; b) ( C; c ) } 

alors 
G est aussi barycentre de { ( G’; a + b) ( C; c ) } 

où  
G’ = bar { (A ; a ) ( B; b) }

Le barycentre d’un système de trois points massifs est inchangé si l’on remplace deux de ces points par leur barycentre , s’il existe , pondéré par la somme des coefficients des points remplacés.

Application:

Construction du barycentre de { (A ; 1 ) ( B;1) ( C; 2 ) } 

par asociativité G est aussi barycentre de { (I; 2) (C; 2) }    où
I = m [AB]

conclusion: G , isobarycentre de I et C, est  le milieu de [IC]

Construction du barycentre de { (A ; 3 ) ( B;1) ( C; 2 ) } 

par   associativité G est aussi barycentre de { (A; 3) (G’; 3) } 


où
 G’ = bar {( B; 1 ) ( C; 2 )}

Donc G = m [AG’]

IV- Une application: centre d’inertie d’une plaque

1- Définition

Une plaque homogène est une plaque dont la masse est uniformément répartie sur la surface.




Centre de symétrie

  Centre de symétrie              Centre de gravité

On admet que le centre d’inertie d’une plaque homogène possédant un centre de symétrie est ce centre de symétrie.

Le centre d’inertie d’une plaque triangulaire est le centre de gravité du triangle.

2- Principe de juxtaposition

Plaque 




G= bar {(I1;M1)(I2;M2)}

Sous Plaque
Centre d’inertie
Masse

P1
I1
M1

P2
I2
M2

Principe

Le centre d’inertie de la plaque  , juxtaposition des plaques P1 et P2, est le barycentre de {(I1;M1)(I2;M2)}.

(I1;M1)





(I2;M2)





G





P1





P2
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