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Introduction

L’intérêt que les mathématiciens portent aux coniques remonte à l’antiquité. En effet, les savants grecs, connus notamment pour leurs talents de géomètre, s’intéressaient déjà à ces figures. C’est le cas d’Apollonius de Perge dont les travaux d’une grande qualité portaient principalement sur ces figures et ce dès le III e siècle av. J.-C. Ces courbes ont également fasciné les mathématiciens de la Renaissance tels Blaise Pascal, Girard Desargues ou encore René Descartes puis, sous l’impulsion des travaux de Poncelet, de nombreux résultats ont été également établis au XIXde siècle. 

Les points de vue que l’on peut adopter face à ces courbes particulières sont multiples : section d’un cône et d’un plan en géométrie euclidienne pure, définition par foyers et directrices, définition analytique par des courbes algébriques planes du second ordre… Mais celui qui nous intéressera plus particulièrement sera celui adopté en géométrie projective. 

Ce domaine d’étude de la géométrie est en effet très lié aux travaux sur les coniques. On trouve déjà chez Apollonius de Perge et chez Pappus l’idée de travailler par projection. Les mathématiciens français du XVIIde reprendront l’idée et l’exploiteront abondamment avant que celle-ci ne soit délaissée au XVIIIde puis remise au goût du jour par Jean-Victor Poncelet au début du XIXde. Ce n’est que vers la fin de ce siècle que les liens entre géométries euclidienne et projective ont été clairement établis, notamment par Félix Klein. Il n’est d’ailleurs sûrement pas anodin que ces liens aient été établis en parallèle du saut épistémologique qu’a représenté le fait de ne plus seulement considérer les figures géométriques pour elles-mêmes mais aussi à travers leurs transformations.

Nous nous intéresserons ici plus précisément à un théorème établi par Jean-Victor Poncelet dans son livre Traité des propriétés projectives des figures paru en 1822 concernant les polygones inscrits dans une conique et circonscrits à une autre et qu’on appelle aujourd’hui communément « grand théorème de Poncelet ». 

Dans une première partie nous nous attacherons à démontrer ce théorème d’un point de vue plutôt algébrique s’appuyant sur la notion de correspondance. Dans un deuxième temps nous démontrerons à nouveau le grand théorème de Poncelet mais en adoptant cette fois-ci un point de vue bien différent. En effet, nous le verrons sous l’angle de la théorie des courbes et des fonctions elliptiques, point de vue notamment développé par les mathématiciens Cayley et Jacobi. Nous nous appuierons pour cela sur un article des mathématiciens (contemporains) Phillip Griffiths et Joseph Harris de l’université de Cambridge (Massachusetts). Cela nous permettra d’introduire, sans le démontrer explicitement mais en le donnant à titre culturel, le « porisme de Poncelet », c’est-à-dire une proposition donnant des conditions d’applications (qui porteront sur les équations des coniques) du théorème et permettant d’en donner des solutions explicites. 

Je remercie Andréi PAJITNOV notamment pour m’avoir fait découvrir ce très joli « grand théorème de Poncelet » ainsi que Samuel BOISSIERE pour m’avoir donné l’idée d’utiliser le résultant pour définir clairement la composition des correspondances (p, q) (idée que m’a d’ailleurs aussi donnée Andréi PAJITNOV quelques jours après !...)
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Première Partie :

Le grand théorème de Poncelet.
1. Une approche intuitive du résultat.

Comme on peut le constater dans son ouvrage Traité des propriétés projectives des figures de 1822, Jean-Victor Poncelet commence son étude des polygones inscrits et circonscrits aux coniques par l’étude des cercles, coniques particulières qui nous sont beaucoup plus familières. L’étude de ces cercles est en effet intuitivement assez simple. Prenons par exemple deux cercles concentriques de centre O. Supposons qu’il existe un polygone, par exemple un triangle, qui soit circonscrit à l’un des deux cercles et inscrit dans l’autre comme le montre la figure suivante :
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On constate alors simplement qu’une rotation de centre O laissera invariants les cercles, mais pourra donner un nouveau triangle circonscrit au cercle de plus petit rayon et inscrit dans le cercle de plus grand rayon. On obtient, par exemple, la figure suivante :
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On constate alors qu’on peut ainsi obtenir une infinité d’autres triangles circonscrits au cercle de plus petit rayon et inscrits dans le cercle de plus grand rayon.

Le raisonnement que nous avons suivi s’appliquerait de la même façon à des polygones à n côtés.

Remarquons maintenant que si on imagine la figure obtenue précédemment en perspective on obtient alors deux ellipses ayant les mêmes axes de symétrie. 
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De la constatation faite sur les cercles on déduit que s’il existe un triangle circonscrit à une de ces deux ellipses et inscrit à l’autre, il en existe une infinité d’autres. De même que pour les cercles, cette discussion s’applique aussi aux polygones à n côtés. 

Au regard des ces résultats on peut avoir l’intuition du théorème que nous nous proposons de démontrer dans cette première partie. L’utilisation que nous ferons de la géométrie projective se justifie naturellement par le fait que le cas particulier des ellipses partageant les mêmes axes de symétries ait été obtenu par la mise en perspective du résultat sur les cercles concentriques.

Nous pouvons donc énoncer ainsi ce qui est aujourd’hui appelé le « Grand théorème de Poncelet » :

Théorème (Grand théorème de Poncelet) : Soient C et C’ deux coniques. Supposons qu’il existe un polygone A1A2…An circonscrit à C et inscrit dans C’. Supposons que B1 et B2 soient deux points de C’ tels que la droite (B1B2) soit tangente à C. Alors il existe un polygone B1B2…Bn circonscrit à C et inscrit dans C’. Autrement dit, il existe une infinité de tels polygones.

2. Rappels de géométrie projective.

Rappelons maintenant quelques notions de géométrie projectives.

Définition 2.1. : Soit E un espace vectoriel de dimension n ( 2. L’espace projectif correspondant à E est l’ensemble de toutes les droites vectorielles de E. La dimensions de l’espace projectif correspondant à un espace vectoriel de dimension n est n – 1. 

Si E est de dimension 2 on parle de droite projective et si E est de dimension 3 on parle de plan projectif. 

Notations : On notera ℝP1 ou ℙ(ℝ) la droite projective réelle, ℂP1 ou ℙ(ℂ) la droite projective complexe, ℝP2 ou ℙ(ℝ2) le plan projectif réel, ℂP2 ou ℙ(ℂ2) le plan projectif complexe, etc.

Définition 2.2. : Considérons une base (e0, e1, ..., en) d’un espace vectoriel dont la dimension est n + 1. Soit M un point de l’espace projectif ℙ(E). Soit v un vecteur de E qui engendre la droite vectorielle M. Si les coordonnées (v0, v1, ..., vn) sont celles du vecteur v dans la base (e0, e1, ..., en), on appelle alors coordonnées homogènes du point M les coordonnées notées : (v0 : v1 : ... : vn).

On notera que les coordonnées homogènes (v0 : v1 : ... : vn) et (w0: w1 : ... : wn) sont celles d’un même point si et seulement s’il existe un scalaire ( du corps sur lequel est défini l’espace vectoriel tel que (v0, v1, ..., vn) = ((w0, w1, ..., wn) et que ceci défini une relation d’équivalence.

On remarquera également que les coefficients qui apparaissent dans les coordonnées homogènes ne peuvent pas être tous nuls.

Définition 2.3. : Soit (x : y) un point de ℝP1 (ou ℂP1). On appelle abscisse projective de ce point le rapport défini dans la fermeture de ℝ (ou ℂ) par 
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Définition 2.4. : Soit E un espace vectoriel de dimension n + 2. Le (n + 2)-uplet de points de l’espace projectif correspondant à E (M0, M1, ... Mn + 1) est appelé repère projectif s’il existe une base (e0, e1, ..., en) de E tel que Mi soit la droite engendrée par ei pour i = 0..n et Mn + 1 soit engendrée par e0 + e1 + ... + en.

Proposition 2.5. : Soient M0, M1, ..., Mn + 1 n + 2 points d’un espace projectif P. Ils forment une repère projectif si et seulement si aucun hyperplan de P ne contient n + 1 de ces points.

En particulier, quatre points d’un plan projectif P en forment un repère projectif si et seulement si aucune droite projective incluse dans P ne contient trois de ces points.

Définition 2.6. : Soit ( une application linéaire injective entre deux espaces vectoriels E et E’ de même dimension. ( peut être quotientée par la relation d’équivalence décrite ci-dessus. On obtient alors une application entre les espaces projectifs correspondant à E et E’ qu’on appelle homographie.

Proposition 2.7. : Il existe une unique homographie h : P 
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 P’ qui envoie un repère projectif de P donné sur un repère projectif de P’ donné.

Définition 2.8. : Soit E un espace vectoriel de dimension finie. On note E* son espace dual. L’espace projectif correspondant à E* est appelé espace projectif dual. 

Définition 2.9. : Soit A un point d’un espace projectif. L’ensemble des droites (projectives) qui passent par A est appelé faisceau de droites et on le note A*. 

Proposition 2.10. : A* s’identifie à une droite projective de l’espace projectif dual. En effet, de façon plus générale, comme l’ensemble des applications linéaires s’annulant sur un plan d’un espace vectoriel E forme une droite de l’espace E* et que l’ensemble des applications linéaires s’annulant sur une droite de E forme un plan de E*, on a une correspondance entre les points de l’espace projectif correspondant à E et son espace projectif dual et réciproquement.

Définition 2.11. : Les éléments de l’espace projectif correspondant à l’espace vectoriel des formes quadratiques définies sur un espace vectoriel E sont appelés quadriques. Une quadrique d’un espace projectif à deux dimensions est une conique. Une conique est dite non-dégénérée si la forme quadratique associée est non-dégénérée.

Proposition 2.12. : On peut donner à une conique projective C, une structure de droite projective. Il suffit pour cela de considérer un point A de la conique C. On construit facilement une bijection entre les points de C et les éléments du faisceau A* en considérant l’intersection d’un de ces éléments avec C. Cette bijection conserve la structure de droite projective de A*. 

3. Une démonstration simple dans le cas n = 3 :
Pour commencer, essayons de traiter un cas simple, le cas n = 3, c’est-à-dire le cas des triangles. Le grand théorème de Poncelet s’énonce alors ainsi :

Théorème : Soient Γ1 et Γ2 deux coniques non-dégénérées du plan projectif. Supposons qu’il existe un triangle ABC tel qu’il soit inscrit dans Γ1 et circonscrit à Γ2.  Alors il existe une infinité de tels triangles.

Avant de démontrer ce théorème, nous allons rappeler quelques théorèmes classiques de géométrie projective.

Théorème (des cinq points) : Soient A1, A2, A3, A4, A5 des points dans le plan projectif tels qu’aucun triplet (Ai, Aj, Ak) avec i, j et k distincts ne soit contenu dans une droite. Alors il existe une unique conique non-dégénérée Γ telle que ( i = 1,…,5, Ai ( Γ.

Théorème de Pascal dit de « l’hexagone mystique » : Soit Γ une conique non-dégénérée du plan projectif. Soient A, B, C, D, E, et F des points distincts de Γ, ABCDEF formant ainsi un hexagone inscrit dans Γ. Alors L = (AB) ( (DE), M = (BC) ( (EF) et N = (AF) ( (CD) sont alignés.
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Théorème de Brianchon : Ce théorème n’est autre que le dual du théorème de Pascal. Soit Γ une conique non-dégénérée du plan projectif. Soit ABCDEF un hexagone circonscrit à Γ. Alors les trois diagonales (AD), (BE) et (CF) sont concourantes. 
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Ces rappels étant faits, démontrons maintenant le théorème suivant :

Théorème (réciproque du théorème de Pascal) : Soit ABCDEF un hexagone du plan projectif tel que A, B, C, D, E et F ne soient pas trois à trois alignés. Si les côtés opposés de cet hexagone se coupent en trois points alignés alors cet hexagone est inscrit dans une conique non-dégénérée Γ du plan projectif.

Démonstration : Notons L = (AB) ( (DE), M = (BC) ( (EF) et N = (AF) ( (CD). Supposons que L, M et N soient alignés. On a alors aussi M = (LN) ( (BC).

D’après le théorème des cinq points on sait qu’il existe une unique conique non-dégénérée Γ contenant les cinq points A, B, C, D et E. Soit X = Γ\{A} ( (AF). Montrons que F = X.

Considérons pour cela l’hexagone ABCDEX inscrit dans Γ. D’après le théorème de Pascal les points L = (AB) ( (DE), M’ = (BC) ( (EX) et N’ = (AX) ( (CD) sont alignés.

Or comme par définition X 
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 (AF), on a (AX) = (AF). On en déduit alors qu’on a aussi l’égalité N’ = (AF) ( (CD) = N. D’où, comme M’ = (LN’) ( (BC), M’ = (LN) ( (BC) = M. X étant sur (M’E) on en déduit que X est sur (ME) et donc comme F est aussi sur (ME), on a (EX) = (EF). 

On a donc X = (AX) ( (EX) = (AF) ( (EF) = F et donc F est un point de Γ. Il s’en suit que ABCDEF est inscrit dans la conique Γ qui est non-dégénérée car les sommets de ABCDEF ne sont pas trois à trois alignés.
     (


Nous pouvons maintenant démontrer la proposition suivante qui nous permettra d’écrire la démonstration du grand théorème de Poncelet dans le cas n = 3.

Proposition 3.1. : Soit Γ2 une conique non-dégénérée du plan projectif. Soient ABC et A’B’C’ deux triangles non-plats circonscrits à cette conique et tels qu’aucun sommet de l’un n’appartienne à un côté de l’autre. A, B, C, A’, B’ et C’ sont alors sur une même conique non-dégénérée Γ1.

Démonstration : Notons P = (B’A’) ( (BC), Q = (AA’) ( (CC’) et R = (AB) ( (B’C’).

Considérons l’hexagone PA’C’RAC. Remarquons que comme P est sur (B’A’), (PA’) est tangente à Γ2. De même, comme R et sur (B’C’), (C’R) est tangente à Γ2, et comme R est aussi sur (AB), (RA) est aussi tangente à Γ2. Ajoutons que comme P est sur (BC), (CP) est aussi tangente à Γ2. Pour finir, notons que (A’C’) et (AC) sont aussi tangentes à Γ2. Par définition. PA’C’RAC est donc un hexagone circonscrit à Γ2.
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D’après le théorème de Brianchon, les diagonales de cet hexagone sont donc concourantes. Autrement dit (PR), (A’A) et (C’C) sont concourantes. Or Q = (AA’) ( (CC’) donc les points P, R et Q sont alignés.

Considérons maintenant l’hexagone ABCC’B’A’. D’après les hypothèses sur la nature et les positions relatives des deux triangles ABC et A’B’C’, on déduit que A, B, C, A’, B’ et C’ ne sont pas trois à trois alignés.

Déterminons maintenant les intersections des côtés opposés de cet hexagone :

(AB) ( (C’B’) = R ; (BC) ( (B’A’) = P ; (CC’) ( (A’A) = Q.

Or on sait déjà que ces trois points sont alignés donc d’après la réciproque du théorème de Pascal, ABCC’B’A’ est inscrit dans une conique non-dégénérée Γ1 du plan projectif.

Autrement dit A, B, C, A’, B’et C’ sont sur une même conique non-dégénérée du plan projectif.
(
Nous pouvons maintenant écrire la démonstration du théorème de Poncelet :

Démonstration : On se donne deux coniques Γ1 et Γ2 non-dégénérées du plan projectif et soit ABC un triangle tel qu’il soit inscrit dans Γ1 et circonscrit à Γ2. 

Soit A’ un point de Γ1 différent de A, de B et de C. Soit T1 une tangente à Γ2 passant par A’. On note B’ l’intersection de Γ1\{A’} avec T1. Soit T2 la tangente à Γ2 passant par B’ et ne contenant pas A’. On note C’ l’intersection de Γ1\{B’} avec T2. Soit T3 la tangente à Γ2 passant par C’ et ne contenant pas B’. 

On a supposé qu’aucun triplet de points choisis parmi {A, B, C, A’, B’, C’} n’est contenu dans une droite (car sinon la conique Γ1 serait dégénérée).

On va montrer que T3 ( (Γ1\{C’}) = A’.

Soit X = T1 ( T3.

ABC et XB’C’ sont circonscrits à Γ2 donc d’après la proposition 3.1., A, B, C, B’, C’ et X appartiennent à une même conique Γ. 

Or, d’après l’énoncé, A, B, C, B’ et C’ sont sur Γ1 et comme d’après le théorème des cinq points aucune autre conique ne peut contenir ces points on en déduit que X est aussi sur Γ1.

T3 intersecte donc T1 sur Γ1 mais pas en B’ car par construction T3 ne passe par B’. La seule possibilité est donc T3 ( T1 = A’. 

On a donc T3 = (C’A’) et donc T3 ( (Γ1\{C’}) = A’. D’où le résultat annoncé dans le cas des triangles.
(
Le problème est que cette démonstration n’est hélas que très peu féconde pour la suite. C’est pourquoi nous allons adopter un point de vue différent dans le prochain paragraphe.

4. Une autre façon de voir le problème.

Considérer les polygones inscrits et circonscrits aux deux coniques données en tant que tels donne une vision intuitive du problème mais qui n’est hélas pas la plus féconde. Nous allons donc considérer non pas les polygones mais la façon dont on peut les construire. Nous allons également nous placer dans le cadre plus général des coniques du plan projectif complexe ℙ(ℂ2) ce qui nous permettra d’éviter quelques cas particuliers du plan affine réel.

Le procédé de construction est donc le suivant. On se donne deux coniques C et C’. Soit M(0) un point de C. On considère ensuite les deux tangentes à C’ passant par C. On note les points d’intersection (différents de M(0)) de ces deux tangentes avec C M(1) et M’(1). Ceci est la fin de la première étape. On a ainsi fait correspondre au point M(0) deux points : M(1) et M’(1). Puis on réitère en quelque sorte ce processus. Au point M(1) on fait correspondre le point M(2), intersection de la conique C et de la tangente à C’ passant par M(1) et différente de (M(0)M(1)). De même au point M’(1), on fait correspondre le point d’intersection de la conique C et de la tangente à C’ passant par M’(1) et différente de (M(0)M’(1)). On a donc fait correspondre deux points au point M(0) : M(2) et M’(2). On peut ainsi réitérer ce processus et pour chaque entier n on fait ainsi correspondre à M(0) deux points : M(n) et M’(n). Voici un exemple d’une telle construction :
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Cette construction est appelée « construction de Poncelet ».

Remarquons maintenant que si les points M(n + 1) et M’(n + 1) sont confondus avec M(0) alors on a défini un polygone M(0)M(1)…M(n) qui est inscrit dans la conique C et circonscrit à la conique C’. Ceci établit donc bien un lien avec le théorème tel que nous l’avions énoncé précédemment. Notons que le polygone M(0)M’(1)…M’(n) est confondu avec le polygone M(0)M(1)…M(n) ; il n’y a que le sens de parcours du polygone qui change (en terme d’égalités on a M(2) = M’(n), M(3) = M’(n – 1), …, M(n) = M’(1))

Reformulons maintenant le théorème de Poncelet :

Théorème (Grand théorème de Poncelet – deuxième formulation) : Soient C et C’ deux coniques. Supposons qu’il existe un entier n (supérieur ou égal à trois) tel que le polygone A(0)A(1)…A(n) construit suivant le mode décrit ci-dessus soit circonscrit à C’ et inscrit dans C. En terme d’égalités ceci signifie qu’on a A(1) = A’(n), A(2) = A’(n – 1), …, A(n) = A’(1). Alors pour tout point M(0) de C, le polygone M(0)M(1)…M(n) construit suivant le mode décrit ci-dessus est aussi circonscrit à C’ et inscrit dans C (autrement dit on a aussi les égalités M(1) = M’(n), M(2) = M’(n – 1), …, M(n) = M’(1))
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5. Les correspondances.

On a mis en évidence dans la seconde approche du théorème une idée de correspondance. Cela est à mettre en parallèle avec une notion mathématique plus générale que nous allons définir ici.

Définition 5.1. : On appelle correspondance entre deux ensembles D et D’ une partie B du produit D ( D’. Au point A de D correspond la projection sur D’ de l’intersection (A ( D’) ( B. De même au point A’ de D’ correspond la projection sur D de l’intersection (A’ ( D) ( B.

On s’intéressera ici aux correspondances de D ( D’ où D et D’ sont deux droites projectives sur (. Plus particulièrement, on s’intéressera aux correspondances qui sont les lieux d’annulation d’un polynôme P à coefficients complexes à deux variables u et v où u et v sont respectivement les abscisses projectives sur D et D’. Ainsi, au point d’abscisse projective a de D correspondent les solutions de l’équation P(a,v) = 0 pour v dans D’, et au point d’abscisse projective a’ de D’ correspondent les solutions de l’équation P(u,a’) = 0 pour u dans D. On peut introduire sur ces correspondances une définition permettant de les qualifier plus précisément. 

Définition 5.2. : On appelle correspondance (p,q) une correspondance définie entre deux droites projectives D et D’ par le lieu d’annulation d’un polynôme à coefficients complexes à deux variables u et v (où u et v sont respectivement les abscisses projectives des droites D et D’) de degré p en u et q en v.

Exemples 5.3. : 

1) Les correspondances (1,1) ont une équation générale de la forme :

auv + bu + cv + d = 0

2) Les correspondances (2,2) ont une équation générale de la forme :

au²v² + bu²v + cu² + duv² + euv + fu + gv² + hv + i = 0

Nous allons nous servir des correspondances (2,2) pour démontrer le grand théorème de Poncelet. Cependant, il convient de bien se rendre compte que ces objets ont une nature particulière qui n’est pas des plus intuitives. Il ne faudrait par exemple pas interpréter les correspondances (2,2) comme des équations de coniques ou de courbes de ℂP2 ! En effet, regardons tout d’abord à quoi ressemble le produit de deux droites projectives.

Soit ( l’application définie en coordonnée homogènes de la façon suivante :

( : D ( D’ ( (P3,  (((a, b), (c, d)) = (ac, ad, bc, bd)

( est bien définie. 

En effet, si ((a, b), (c, d)) ~ ((a’, b’), (c’, d’)) alors il existe deux complexes ( et ( tels que ((a’, b’), (c’, d’)) = (((a, b), ((c, d)) et on a :

(((a’, b’), (c’, d’)) = ((((a, b), ((c, d))

(((a’, b’), (c’, d’)) = (((ac, ((ad, ((bc, ((bd)

(((a’, b’), (c’, d’)) = (((((a, b), (c, d))

(((a’, b’), (c’, d’)) ~ (((a, b), (c, d))

( est aussi injective.

En effet, soient ((a, b), (c, d)) et ((a’, b’), (c’, d’)) deux points de D ( D’.

Si (((a, b), (c, d)) = (((a’, b’), (c’, d’)) alors il existe un complexe ( tel qu’on ait l’égalité :

(ac, ad, bc, bd) = ((a’c’, a’d’, b’c’, b’d’)
  (1)

Une des coordonnées homogènes de (a, b) est non nulle. Supposons que ce soit a. De même supposons que a’ ( 0, c ( 0 et c’ ( 0.

Comme d’après (1) on a aca’d’ = ada’c’ on a aussi cd’ = dc’ et donc (c, d) ~ (c’, d’).

Toujours d’après (1) on a acb’c’ = bca’c’ et donc ab’ = ba’, i.e. (a, b) ~ (a’, b’).

On a donc ((a, b), (c, d)) ~ ((a’, b’), (c’, d’)).

Par des calculs similaires on traite les autres cas.

( est donc bien injective.

Remarquons maintenant que (ac)(bd) – (ad)(bc) = 0. On en déduit que ((D ( D’) ( S où S est la quadrique définie par {(x, y, z, t) ( ℂP3 ; xt – yz = 0}.

Soit (x, y, z, t) un élément de S ( ℂP3. Un des éléments x, y, z ou t est non nul. Supposons que ce soit x, les autres cas se traitant de la même façon. On associe à (x, y, z, t) l’élément ((x, z), (x, y)) de D ( D’.

Cet élément est bien défini car x est différent de 0. Il est également bien déterminé car si on a (x, y, z, t) ~ (x’, y’, z’, t’) alors ((x’, z’), (x’, y’)) ~ ((x, z), (x, y)).

Remarquons maintenant que (((x, z), (x, y)) = (x², xy, zx, zy). Or on a :

(x², xy, zx, zy) = (x², xy, zx, xt) car ((D ( D’) ( S

(x², xy, zx, zy) ~ (x, y, z, t)

( : D ( D’ ( S est donc surjective.

Finalement on a une bijection entre D ( D’ et S. Cette bijection est appelée morphisme de Segre et S est appelée variété de Segre.

Précisons maintenant la façon dont peut être interprétée une correspondance (2,2).

Soit  B ( D ( D’ une correspondance (2,2) définie par P(u, v) = 0 ou P est un polynôme à coefficients complexes de degré 2 en u et en v.

On a donc :

P(u, v) = 0 ( au²v² + bu²v + cu² + duv² + euv + fu + gv² + hv + i = 0

Si on pose u = 
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 et v = 
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 où (u’, u’’) et (v’, v’’) sont les points de D et D’ correspondants à u et v exprimés en coordonnées homogènes on a :

P(u, v) = 0 ( a(
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)²(
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[image: image14.wmf]'

'

'

u

u

)²
[image: image15.wmf]'

'

'

v

v

 + c(
[image: image16.wmf]'

'

'

u

u

)² + d
[image: image17.wmf]'

'

'

u

u

(
[image: image18.wmf]'

'

'

v

v

)² + e
[image: image19.wmf]'

'

'

u

u



 EMBED Equation.3  [image: image20.wmf]'
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 + f
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P(u, v) = 0 ( au’ ² v’ ² + bu’ ² v’v’’ + cu’ ² v’’ ² + du’u’’v’ ² + eu’u’’v’v’’ + fu’u’’ v’’ ² + 

     gu’’ ² v’ ² + hu’’ ² v’v’’ + iu’’ ² v’’ ² = 0

Si maintenant on pose (x, y, z, t) = (((u’, u’’), (v’, v’’)) on a l’équation suivante :

ax² + bxy + cy² + dxz + ext + fyt + gz² + hzt + it² = 0

B est donc l’intersection de la quadrique de Segre et de la quadrique Q ce ℙ(ℂ4) définie par l’équation ci-dessus.

Cette équation ne paraît pas générale car il manque le terme en yz. Cependant, comme on regarde l’intersection de Q et S on peut remplacer le terme en xt par e’yz + (e – e’)xt. Q est donc bien l’équation générale d’une quadrique de ℙ(ℂ4).

Une correspondance (2,2) de D ( D’ peut-être donc interprétée comme l’intersection de la quadrique de Segre et d’une quadrique Q quelconque (différente de S) de ℂP3. Une correspondance (2,2) n’est donc pas un objet anodin et surtout pas une simple courbe de ℂP2.

6. La composition des correspondances.

6.1. Définition des compositions de correspondances.

Élargissons maintenant l’ensemble des notions sur les correspondances que nous venons de présenter. En particulier, nous allons introduire la notion de composition des correspondances.

Définition 6.1.1. : Soient deux correspondances : la correspondance C entre les ensembles D et D’ et la correspondance C’ entre D’ et D’’. On définit la correspondance C’ o C par l’ensemble : { (m,m’’) ( D ( D’ ; ( m’ ( D’ tel que (m,m’) ( C et (m’,m’’) ( C’ }. Cette correspondance est appelée composée de C’ et C.

Remarque 6.1.2. : En termes de projections, C’ o C est la projection sur D ( D’’ de du sous-ensemble de D ( D ’ ( D’’ défini par (C ( D’’) ( (D ( C’).

Voyons maintenant ce que nous donne cette notion de composition des correspondances appliquée aux correspondances du type (p,q). Démontrons pour cela la proposition suivante.

Proposition 6.1.3. : Soient C une correspondance (p,q) et C’ une correspondance (p’,q’). La composée C’ o C est alors en général
 une correspondance (pp’,qq’).

Démonstration : Si l’on admet pour le moment que C’ o C est du type (m,n) (nous allons le démontrer par la suite), i.e. définie comme étant le lieu d’annulation d’un polynôme en deux variables, on comprend facilement pourquoi elle est en général du type (pp’,qq’).

En effet, C fait correspondre à un point 
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 de D q points 
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 de D’ (avec répétitions éventuelles) et la correspondance C’ fait correspondre en général à ces q points, q’ points 
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 de D’’. Ainsi, C’ o C fait correspondre à 
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 qq’ points de D’’. De même, C’ o C fait correspondre à un point 
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de D’’ pp’ points de D. D’où le résultat annoncé.

(
Il reste à savoir pourquoi C’ o C est bien du type (m,n). Pour cela nous avons besoin de quelques notions de géométrie algébrique et d’algèbre sur les polynômes, notamment sur le résultant.

6.2. Aparté algébrique.

Dans la suite, A désignera un anneau commutatif unitaire et intègre.

Avant d’aborder la notion de résultant et quelques-unes de ses propriétés, rappelons quelques définitions.

Définition 6.2.1. : Soit M = 
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 une matrice n ( n à coefficients dans A. Le déterminant de la matrice 
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 obtenue par suppression de la ième ligne et de la jème colonne de M est appelé mineur de M par rapport au coefficient 
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Définition 6.2.2. : On appelle cofacteur de 
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 l’élément 
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 de A.

Définition 6.2.3. : On appelle matrice des cofacteurs de M et on note cof(M) la matrice
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 où 
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Démontrons maintenant une proposition reliant ces nouvelles définitions.

Proposition 6.2.4. : Soit H = 
[image: image37.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

n

n

n

n

a

a

a

a

,

1

,

,

1

1

,

1

L

L

L

M

O

M

M

O

M

M

O

M

L

L

L

 une matrice n ( n à coefficients dans A. On a la formule suivante : 
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Démonstration : Calculons 
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 en reprenant les notations des définitions.
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Dans les coefficients de la matrice obtenue on voit que si i = j on a alors le développement du déterminant de H par rapport à la ième ligne. 

Sinon, c’est le déterminant de la matrice où la ième ligne de H a été remplacée par la jème. Ce déterminant est donc nul car il a deux lignes identiques. 

On a donc obtenu 
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(
Remarque 6.2.5. : Par une démonstration à peu près similaire (plus exactement en développant le déterminant de H par rapport à une colonne et non un ligne) on obtient le résultat : 
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 = det(H).Id.

Introduisons maintenant la notion de résultant de deux polynômes. Pour commencer, fixons quelques notations.

On notera A[X] (n) le sous-A-module libre de A[X] formé des polynômes de degré strictement inférieur à n et de base B n = (Xn – 1, ... , X, 1).

On notera également B q, p  = ((Xq – 1, 0), ... , (X, 0) (X, 1), (0, Xp – 1), ... , (0, X), (0,1)) la base du A-module libre A[X] (q) ( A[X] (p).

Considérons maintenant deux polynômes P et Q de A[X] définis comme suit
 :

P = 
[image: image48.wmf]0

a

Xp + ... + 
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 et Q = 
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b

Xp + ... + 
[image: image51.wmf]q

b


Soit ( l’application définie comme suit :

( : A[X] (q) ( A[X] (p) 
[image: image52.wmf]®

 A[X] (p+q)
 




    (U, V)          
[image: image53.wmf]a

 UP + VQ.

P est de degré p et Q est de degré q donc UP + VQ est de degré inférieur ou égal à p + q – 1. ( est donc bien définie.

De plus, on voit facilement que : 

( (U,V) ( A[X] (q) ( A[X] (p), ((U’, V’) ( A[X] (q) ( A[X] (p), ( ( ( A,

(((U, V) + (U’, V’)) = ((U, V) + ((U’, V’) et ((((U, V)) = (((U, V)

donc ( est un morphisme de A-modules libres.

Si on choisit B q, p comme base de l’espace source et B p+q comme base de l’espace d’arrivée, on voit aisément que ( admet pour matrice M la matrice carrée dite de Sylvester :

M = 
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Exemple 6.2.6. : Si A = ([Y], P = XY – 1 et Q = X2 + Y2 – 4, la matrice de Sylvester est égale à 
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Définition 6.2.7. : On appelle résultant de P et Q (polynôme de A[X]) l’élément de A égal au déterminant de la matrice de Sylvester associée. On le note res(P, Q, X)

Exemple 6.2.8. : Si on reprend l’exemple précédent, on a res(P, Q, X) = Y4 – 4Y2 + 1.

Démontrons maintenant deux propositions classiques concernant le résultant.

Proposition 6.2.9. : Le résultant de deux polynômes P et Q de A[X] est un élément de A qui appartient à l’idéal engendre par P et Q et contenu dans A[X].

Démonstration : Le but est donc de montrer qu’il existe deux polynômes U et V de A[X] tels que PU + VQ = res(P, Q, X). Nous allons être encore plus précis et montrer que U et V peuvent être respectivement dans A[X] (q) et A[X] (p). En effet, si tel est le cas, alors cela signifie que res(P, Q) vu comme polynôme constant dans A[X] est dans l’image du morphisme (. Autrement dit, il existe T ( A[X] (q) ( A[X] (p) tel que

res(P, Q, X). 
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ou encore tel que :

det(M). 
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car det(M) = res(P, Q, X).

Or, d’après la proposition 6.2.4., c’est bien le cas et il suffit de prendre : 

T = 
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car M. 
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D’où le résultat annoncé.
(
Démontrons maintenant une deuxième proposition concernant le résultant de deux polynômes.

Proposition 6.2.10. : En reprenant les notations précédemment introduites et deux polynômes P et Q de A[X] on a l’équivalence des assertions suivantes :

i) ( est injective

ii) res(P,Q) ( 0

iii) P et Q sont premiers entre eux dans K[X] où K est le corps des fractions de A.

Démonstration : Montrons tout d’abord que (i) ( (ii) ou plutôt que 
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(ii) ( 
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Supposons donc que le déterminant de la matrice Mat(() de (, c’est-à-dire res(P,Q) est nul. Si on considère que les coefficients de Mat(() sont dans le corps des fraction de A, il existe alors un vecteur u de (Frac A)n non nul tel que  Mat(().u = 0. Si on multiplie ce vecteur par le produit des dénominateurs de ses coefficients, on obtient un vecteur û non nul de An tel que ((û) = 0. Et ceci montre que ( n’est pas injective. 

Montrons maintenant que (ii) ( (i).

Supposons donc que res(P,Q) ( 0. Rappelons que d’après une remarque précédente on a 
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 = det(Mat(()).Id. Considérons maintenant un élément x de An tel que ((x) = 0. Autrement dit on a l’égalité Mat(().x = 0. On a alors aussi les égalités suivantes :  det(Mat(()).x = det(Mat(()).Id.x = 
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.x = 0. Comme on a supposé res(P,Q) ( 0 et A intègre, x = 0, et ( est donc injective.

Montrons maintenant que (iii) ( (i).

Supposons donc que les polynômes P et Q sont premiers entre eux dans K[X] où K est le corps des fractions de A. Soient (U,V) ( A[X] (q) ( A[X] (p) (où p et q sont les degrés respectifs de P et Q). Supposons que ((U,V) = 0, i.e. PU + QV = 0. Comme K est un corps, K[X] est un anneau principal. Comme P et Q sont premiers entre eux dans K[X] et qu’on a  PU = – QV, d’après une propriété de Gauss, P divise V et Q divise U donc il existe un polynôme R de K[X] tel que U = – RQ  et V = RP. Or U est de degré strictement inférieur à q et Q est de degré q donc on a U = R = 0 et de même, comme V est de degré strictement inférieur à p et P est de degré p, on a V = R = 0. D’où l’injectivité de (.

Enfin, montrons que (i) ( (iii) ou plutôt que 
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(iii) ( 
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(i).

Supposons donc que P et Q ne sont pas premiers entre eux dans K[X], c’est-à-dire qu’ils ont un facteur commun de degré au moins 1 que l’on notera R. Il existe donc deux polynômes P’ et Q’ de K[X] tels que P = RP’ et Q = RQ’. De ces égalités on déduit que d°(P’) < d°(P) et d°(Q’) < d°(Q). De plus, on a aussi Q’P – P’Q = Q’RP’ – P’RQ’ = 0. Soit a ( A le produit des dénominateurs des coefficients de P’ et Q’. On a alors a.P’ ( A[X] (p) et a.Q’ ( A[X] (q) et on peut maintenant écrire que ((a.Q’, – a.P’) = a.Q’P – a.P’Q = a.(Q’P – P’Q) = 0. Or a.P’ et a.Q’ ne sont pas nuls donc ( n’est pas injective.

On a donc (ii) ( (i) ( (iii) ce qui nous donne le résultat annoncé.
(
6.3. Précisions sur le paragraphe 6.1.

Ces éléments d’algèbre étant connus, nous pouvons maintenant revenir au problème de la composition des correspondances (p,q).

Considérons donc que la correspondance (p,q) C est définie par V(P(X,Y)), sous-ensemble algébrique de (2, et que la correspondance (p’,q’) C’ est défini par V(Q(Y,Z)).

Élargissons notre point de vue et considérons que P et Q sont en fait des polynômes de ℂ[X,Y,Z] respectivement indépendants en Z et en X.

Donnons nous la projection ( : V(P,Q) 
[image: image70.wmf]®

A2(ℂ) définie par ((x,y,z) = (x,z) où A2(ℂ) désigne l’espace affine de dimension 2 sur ℂ.

Cette application induit l’application (* : O (A2(ℂ))
[image: image71.wmf]®

O (V(P,Q)) définie par (*(g) = g o ( et où O (Z) est l’ensemble des fonctions f définies sur l’ensemble algébrique Z, à valeur dans ℂ et polynomiales (i.e. il existe un polynôme P de ℂ[X1,...,Xn] tel que f(x) = P(x) pour tout x dans Z, autrement dit f | Z = P | Z).

Rappelons maintenant un lemme élémentaire de géométrie algébrique :

Lemme 6.3.1. : On a O (E) ( ([X1,...,Xn] / I(E) où E désigne un sous-ensemble algébrique de An(ℂ) et I(E) = {P ( ([X1,...,Xn] ; P(x1,... ,xn) = 0 ( (x1,... ,xn) ( E}.

Démonstration : Il suffit de considérer l’application

([X1,...,Xn] 
[image: image72.wmf]®

            O (E)

          P        
[image: image73.wmf]a

f = restriction de P à E.

Elle est surjective par définition et son noyau est l’ensemble des polynômes induisant zéro sur E, i.e. I(E). D’où le résultat.

(
Rappelons également un théorème important de géométrie algébrique que nous ne démontrerons pas ici :

Théorème (Nullstellensatz) : Soit k un corps algébriquement clos et J ( k[X1,...,Xn] un idéal. Alors on a I(V(J)) = Rad(J).

On a donc O (A2(ℂ)) ( ([X,Z] et O (V(P,Q)) ( ([X1,...,Xn] / I(V(<P,Q>)) qui est isomorphe d’après le Nullstellensatz à  ([X1,...,Xn]
[image: image74.wmf]>
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Regardons maintenant le noyau de l’application (*. Ker (* = {f ( O (A2(ℂ)) ; f o ( = 0}, autrement dit Ker (* = {R(X,Z) ( ([X,Z] ; R ( 
[image: image75.wmf]>
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On sait donc que le R que l’on cherche pour définir la correspondance C’ o C par V(R) doit être dans ([X,Z] et dans 
[image: image76.wmf]>
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. Or, s’il est dans l’idéal engendré par P et Q il est aussi dans le radical de cet idéal. D’après la proposition 6.2.9. démontrée dans le paragraphe précédent, on sait que res(P,Q,Y) qui appartient à l’anneau ([X,Z] (on considère que les polynômes P et Q sont dans l’anneau ([X,Z][Y]) et qui est en général
 de degré pp’ X et qq’ en Z est dans l’idéal de ([X,Y,Z] engendré par P et Q et donc dans le radical de cet idéal. En fait, on a même la proposition suivante : 

Proposition 6.3.2. : La composée C’ o C de la correspondance C définie par V(P(X,Y)) et de la correspondance C’ définie par V(Q(Y,Z)) est définie par V(res(P,Q,Y))

Démonstration : En effet, considérons un couple de points (x0, z0) de (2. Notons R le polynôme de ([X,Z] égal au résultant des polynômes P et Q par rapport à la variable Y. D’après la proposition 6.2.10., comme le corps des fractions de ( est ( lui même, on a l’équivalence suivante :

R(x0, z0) = 0 ( P(x0,Y) et Q(Y,z0) sont deux polynômes de ([Y]




qui ne sont pas premiers entre eux dans ([Y].

Ce qui équivaut à dire que P(x0,Y) et Q(Y,z0) ont un facteur commun en Y, autrement dit, qu’il existe y0 tel que P(x0,y0) = 0 = Q(y0,z0).

D’où le résultat annoncé.
(
Ceci résout donc le problème de définition des compositions de correspondance (p,q).

6.4. L’exemple de la composition des correspondances (2,2).

Définition 6.4.1. : On dira qu’une correspondance est symétrique si elle est définie par un polynôme symétrique.

Considérons une correspondance C (2,2) symétrique sur un ensemble D, c’est à dire une correspondance définie par : V(P) où P(X,Y) = (aX2 + bX + c)Y2 + (bX2 + dX + e)Y + cX2 + eX + f.

Nous allons composer cette correspondance avec elle-même. Pour cela considérons que le polynôme P est un polynôme de ([X,Y,Z] indépendant en Z. Considérons également le polynôme Q de ([X,Y,Z] indépendant en X et défini par Q(Y,Z) = P(X,Y). Calculons le résultant de ses deux polynômes dans ([X,Z] :

res(P,Q,Y) = det
[image: image77.wmf]÷
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res(P,Q,Y) =  (X – Z)2 ( P’(X,Z)

où P’ est un polynôme
 symétrique de degré 2 en X et Z.

On remarque que la correspondance obtenue (sous réserve de la non nullité du résultant) est décomposée dans le sens où elle est égale (en terme ensembliste) à l’union de la première diagonale comptée deux fois (définie par le lieu d’annulation du polynôme (X – Z)2) et du lieu d’annulation d’un polynôme, en l’occurrence le polynôme P’. 

Ce phénomène peut s’observer autrement. En effet, à chaque point m0 de D ont fait d’abord correspondre les deux racines du polynôme P(m0,Y) que l’on notera m1 et m’1. Puis on fait en général correspondre à m1 (respectivement m’1) les deux racines de P(m1,Y) (resp. P(m’1,Y)) à savoir m2 et m0 par symétrie de P (resp. m’2 et m0, toujours par symétrie de P). Ainsi, on a fait correspondre à m0 par C o C les points m0, m0 compté une deuxième fois, m2 et m’2. On voit donc bien que la correspondance est en général décomposée avec d’une part la diagonale comptée deux fois (l’identité au carré) et d’autre part une correspondance (2,2) symétrique C’.

D’une façon générale, si on considère une correspondance C (n,n) symétrique, on obtient en la composant avec elle même une correspondance égale à l’union de la première diagonale comptée n fois et une correspondance (n2 – n,n2 – n). En effet, à un point m on fait correspondre n points et à ces n points on en fait correspondre n autres. On fait donc correspondre n2 points à m et par symétrie on trouve parmi ces points (au moins) n fois le point m donc on trouve au total n2 – n nouveaux points.

Regardons maintenant trois exemples concrets.

Étudions par exemple la correspondance C = V(P(X,Y)) où P(X,Y) = X2Y2 + 1.

Calculons le résultant de P(X,Y) et P(Y,Z)

res(P(X,Y),P(Y,Z),Y) = 
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 = (X – Z)2(X + Z)2.

On voit donc que la correspondance obtenue est alors bien décomposée et elle est égale à V((X – Z)2) ( V((X + Z)2). On peut également vérifier ce résultat en considérant un point m0. Les racines de P(m0,Y) sont 
[image: image79.wmf]0
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 et les racines de P(
[image: image80.wmf]0
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,Y) sont 
[image: image81.wmf]0

m

±

. On a donc fait correspondre à m0 les points m0 compté deux fois et – m0 compté aussi deux fois et ce sont bien les racines de res(P(X,Y),P(Y,Z),Y)(m0,Z).

On peut faire les mêmes vérifications avec la correspondance D définie par le lieu d’annulation du polynôme P(X,Y) = X2Y2 + 2XY + 1. On trouve alors : 

res(P(X,Y),P(Y,Z),Y) = 
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 = (X – Z)4.

Et D o D est donc définie par 2I + D’ où I est la diagonale (l’identité) et D’ est le lieu d’annulation d’un polynôme de degré 2 en chacune de ses deux variables (à savoir (X – Z)2).

Voici un autre exemple dans lequel nous allons voir pourquoi il était nécessaire de préciser pour les résultats obtenus étaient obtenus « en général ». Considérons la correspondance E définie par V(X2Y2) On voit que P(X,Y) = X2Y2 et P(Y,Z) = Y2Z2 ont un facteur commun, à savoir Y. Le résultant de P(X,Y) et P(Y,Z) par rapport à Y est donc égal à 0. D o D est donc égale à V(0). Ce résultat est facile à voir d’une autre façon : si on se donne un point m0 (non nul) on voit que les racines de P(m0,Y) sont 0 et 0 si m0 est non nul et tous les points sinon et les racines de P(0,Y) sont tous les points. On a donc fait correspondre tous les points à n’importe quel point. 

On peut aussi composer une correspondance C (2,2) symétrique plusieurs fois. Par exemple, regardons ce qu’il se passe si on la compose deux fois. On a déjà vu qu’en composant une fois on fait correspondre à un point m les quatre points m (compté deux fois), m2 et m’2. Si on compose une deuxième fois, on fait correspondre au point m les points m1 et m’1 comptés tous les deux trois fois, m3 et m’3. La correspondance C o C o C est donc elle aussi décomposée : elle est l’union de la correspondance C comptée trois fois et d’une correspondance (2,2) qui donne les points « extrémaux »
 m3 et m’3. De même, si on compose encore une fois, on constate que C o C o C o C est décomposée en trois fois l’identité, quatre fois la correspondance (2,2) qui découle de la C o C, et une nouvelle correspondance (2,2) qui donne les points extrémaux m4 et m’4. Ainsi, on peut penser que pour chaque valeur de n ( (, la composition de correspondances Cn = C o C o C o C o ... o C (où C apparaît n fois) est décomposée et il existe une correspondance (2,2) qui fait correspondre au point m les points « extrémaux » mn et m’n. On peut sûrement obtenir cette décomposition en itérant le calcul du résultant de deux polynômes et en le factorisant.

Exemple 6.4.2. : Prenons l’exemple de la correspondance C définie comme le lieu d’annulation du polynôme P = X2Y2 + X + Y + 1. Pour déterminer la correspondance C o C on peut calculer le résultant R(X,Z) de P(X,Y) et P(Y,Z) : 

R(X,Z) = 
[image: image83.wmf]÷
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 = X4 – X3Z – Z3X + Z4 = (X2 + XZ + Z2)(X – Z)2.

Pour déterminer la correspondance C o C o C on peut calculer le résultant S(X,Z) de R(X,Y) et P(Y,Z) :

S(X,Z) = 
[image: image84.wmf]÷
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S(X,Z) = Z8X8 + Z7X7 + Z6X6 – 2Z5X5 – 2Z4X4 – 2X3Z3 + X2Z2 + XZ + 1.

Et en factorisant on trouve (XZ – 1)2(1 + XZ + X2Z2)3 où on voit apparaître le polynôme P à la puissance 3 et un polynôme symétrique de degré deux.

Pour déterminer la correspondance C o C o C o C, on opère une nouvelle fois de même.

Maintenant que nous pensons que les points extrémaux sont donnés par une correspondance (2,2), nous allons tenter de le démontrer.

Considérons donc une correspondance (2,2) symétrique définie par le polynôme P symétrique suivant : 
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On se donne un point 
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. On note 
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 et 
[image: image89.wmf]2

m

 les deux racines de l’équation quadratique 
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D’après le théorème de Viète sur les rapports entre coefficients et racines des polynômes on a : 
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 est la fraction rationnelle égale à 
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De même, si on note 
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 le deuxième racine de l’équation quadratique 
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 est au plus de degré 5 (respectivement 2) en 
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) au numérateur et au plus de degré 4 (respectivement 2) en 
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Si on réitère le processus on a 
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Notons maintenant qu’on sait que 
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qui nous donne aussi :
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En utilisant cette relation et en la substituant partout où c’est possible dans ( i ), on peut exprimer 
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 sous forme de fraction rationnelle dans laquelle on a fait monter le degré en 
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 et fait descendre celui en 
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On peut donc exprimer 
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 sous la forme d’une fonction homographique de 
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 avec des coefficients qui sont des fractions rationnelles dépendantes de 
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De même, on peut exprimer 
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m

 à l’aide d’une fonction homographique de 
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Cependant, nous savons que 
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Après mise sous forme de rapport de deux polynôme le membre gauche de l’égalité ci-dessus, on obtient alors au numérateur un polynôme de degré au plus 2 en 
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 et d’un certain degré en 
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Remarquons maintenant que par construction on a : 
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Notons également que le degré de 
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 en 
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 est supérieur ou égal à 2.

Démontrons maintenant le lemme suivant :

Lemme 6.4.3. : Soit P(X, Y) un polynôme tel que pour tout x, l’équation P(x, y) = 0 a au moins deux racines. Supposons de plus que le degré de P par rapport à Y est supérieur à 2. Alors P est réductible en tant que polynôme de ([X, Y].

Démonstration : Posons Q = 
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. Pour tout x, P(x, y) a des racines multiples donc P et Q vus comme éléments de ((X)[Y] on un facteur commun. P est donc réductible dans ((X)[Y].

Si P est irréductible dans l’anneau ([X, Y] alors : soit c’est un élément irréductible de ([X], soit c’est un polynôme primitif
 irréductible de ((X)[Y].

Nous savons que P est réductible dans ((X)[Y] et que P ( ([X]. On en déduit donc que P est réductible dans ([X, Y]
(
Écrivons maintenant la décomposition en éléments irréductibles de 
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Notons que comme on fait correspondre à chaque x et à chaque y deux racines au maximum,  chaque 
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 dépend de X et de Y (sinon on ferait correspondre trop de points à certaines valeurs de X ou de Y).

Le degré en X de 
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 est inférieur ou égal à 2. On en déduit alors aussi que le nombre de facteurs 
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 est inférieur ou égal à 2.

D’après le lemme précédent, le degré en y de chaque 
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 est inférieur ou égal à 2 car les 
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 sont irréductibles.

Trois cas se présentent donc à nous. 

Tout d’abord, si 
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 se correspondent par la correspondance définie par 
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 qui est au maximum (2,2).

Une autre configuration possible est : 
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 qui est au maximum (2,2).

Le troisième cas possible est 
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 non proportionnels (car sinon on peut se ramener au deuxième cas). Les 
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 sont de la forme A(Y)X + B(Y) où A et B sont des polynôme en Y de degré au plus 2. Sauf cas particulier, il n’y a qu’un nombre fini de x tels que les 
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 admettent des racines doubles en y. Il y a donc un nombre infini de x tels que 
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(x, y) ont les même racines. Pour ces x, Res(
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(x, Y), Y) = 0 et donc pour tout x aussi car ce résultant peut être vu comme l’évaluation en x de Res(
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(X, Y), Y) ( ([X] (on rappelle qu’un polynôme non nul n’a qu’un nombre fini de racines). On en déduit que les polynômes 
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(X, Y) ont un facteur commun ce qui est contradictoire car on les avait supposés irréductibles et non proportionnels.

On a ainsi démontré que 
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 se correspondent en une correspondance qui est au maximum (2,2) ce qui va nous être très utile pour la suite.

7. Démonstration du grand théorème de Poncelet.
7.1. Le lien avec les correspondances (2,2).

Maintenant que nous avons éclairci la notion de correspondance (2,2), établissons le lien qu’elle a avec le grand théorème de Poncelet.

Pour cela on va montrer que la construction consistant à faire correspondre à un point M(0) d’une conique C deux autres points de C, M(1) et M’(1), tels que les droites (M(0)M(1)) et (M(0)M’(1)) soient tangentes à une autre conique C’ correspond à une correspondance (2,2).

Pour cela montrons tout d’abord le résultat suivant :

Proposition 7.1.1. : Toute conique ( (non-dégénérée) du plan projectif ℂP² peut être paramétrée par x = t, y = t2 et z = 1 dans un repère projectif bien choisi.

Démonstration : Soit ( une conique non-dégénérée de ℂP2. Soient A, B, C et D quatre points de ℂP2 tels que C, B, D sont sur ( et A est le point d’intersection des tangentes à ( en B et C.

Ces quatre points forment un repère projectif. Quitte à prendre leurs images par une certaine homographie, on peut supposer que A, B, C et D ont pour coordonnées homogènes respectives (1 : 0 : 0), (0 : 1 : 0), (0 : 0 : 1) et (1 : 1 : 1).

L’équation de ( s’exprime de la façon suivante : 

aX2 + bY2 + cZ2 + a’YZ + b’XZ + c’XY = 0

Comme B appartient à (, b = 0 et comme C appartient à (, c = 0. 

On a (AC) = {(x : 0 : z) ; x, z ( ℂ non tous les deux nuls}. Comme (AC) est tangente à (, (AC) ( (  est de cardinal 1. L’équation ax2 + b’xz = 0 a une seule solution, i.e. l’équation x(ax + b’z) = 0 a une seule solution. On en déduit donc que b’ = 0.

De même, comme (AB) est tangente à (, c’ = 0.

L’équation de ( est donc du type aX2 – a’YZ = 0.

Or D’ appartient à ( donc a + a’ = 0 et de là, comme l’équation de ( est définie à coefficient multiplicatif près, l’équation de ( peut être écrite comme suit : 

X2 – YZ = 0

Les droites qui appartiennent au faisceau C* ont pour équation (X – (Y = 0 avec ( et ( deux complexes non tous les deux nuls. Notons l((, () la droite correspondant aux paramètres ( et (.

Le cardinal de l((, () ( ( est 1 ou 2.

Évidemment, C ( l((, () ( (.

On vérifie facilement que (((, (2, (2) est aussi dans l’intersection de l((, () et (.

On a donc obtenu une paramétrisation de ( : ((, () ( (((, (2, (2) ~ (((-1, (2(-2, 1) si ( ( 0.

On peut paramétrer avec un seul paramètre t = ((-1 et on a :

t ( (t, t2, 1) si t ( ∞ et (0 : 1 : 0) sinon.

D’où le résultat.
(
Considérons donc maintenant deux coniques C et C’ du plan projectif complexe. On rappelle qu’elles peuvent être munies d’une structure de droite projective.

On peut, d’après la proposition précédente, considérer qu’à changement de repère près C est paramétrée par x = t, y = t2 et z = 1. Soient M et M’ deux points distincts de C correspondant respectivement aux paramètres (distincts) t et t’. La droite passant par M et M’ est l’ensemble {(x : y : z) ( ℂP2 ; (t2 – t’2)x + (t’ – t)y + (tt’2 – t’t2)z = 0}
 qui peut-être vu plus simplement comme étant l’ensemble {(x : y : z) ( ℂP2 ; – (t + t’)x + y + tt’z = 0}
.

L’équation tangentielle de C’ est de la forme :

Au2 + Bv2 + Cw2 + A’vw + B’uw + C’uv = 0

où u, v et w sont les coefficients des équations des tangentes à C’.

Si on injecte les coefficients de l’équation de la droite (MM’) dans cette équation tangentielle pour vérifier que (MM’) est tangente à C’ on obtient :

A(t + t’)2 + B + C(tt’)2 + A’(tt’) – B’(t + t’)tt’ – C’(t + t’) = 0

ce qu’on peut encore écrire sous la forme :

Ct2t’2 – B’t2t’ + At2 – B’tt’2 + (2A + A’)tt’ – C’t + At’2 – C't' + B = 0

On reconnaît ici l’expression d’une correspondance (2,2) symétrique en t et t’.

Le lien entre les correspondances (2,2) et la correspondance entre M(0) et M(1) et M’(1) dans la construction de Poncelet est donc maintenant établi.

En fait, on voit que l’itération du processus de construction dans la construction de Poncelet correspond toujours à une correspondance (2,2) car on compose simplement la première correspondance avec elle-même et on a vu précédemment que la composée nième d’une correspondance (2,2) symétrique était décomposée et qu’il existait une correspondance (2,2) qui mettait en relation M(0) avec les points extrémaux
 M(n) et M’(n). Considérer la construction de Poncelet, c’est donc considérer une correspondance (2,2) de C sur elle même.

Nous pouvons maintenant démontrer le grand théorème de Poncelet.

7.2. La démonstration.

Rappelons tout d’abord l’énoncé du théorème sous sa deuxième formulation :

Théorème (Grand théorème de Poncelet – deuxième formulation) : 

Soient C et C’ deux coniques. Supposons qu’il existe un entier n (supérieur ou égal à trois) tel que le polygone A(0)A(1)…A(n) construit suivant la construction de Poncelet soit circonscrit à C’ et inscrit dans C. Alors pour tout point M(0) de C, le polygone M(0)M(1)…M(n) construit suivant le même mode est aussi circonscrit à C’ et inscrit dans C (autrement dit on a aussi M(2) = M’(n), M(3) = M’(n – 1), …, M(n) = M’(1))

Comme nous l’avons dans le paragraphe précédent, on a en fait affaire à une correspondance (2,2) de la conique C (munie d’une structure de droite projective) sur elle même. Cette correspondance est le lieu de zéros d’un polynôme P à coefficients complexes en deux variables et de degré deux dans chacune des ces variables. Il nous reste donc à étudier de près ce polynôme pour en déduire le résultat du théorème.

Démonstration : On notera a0, a1, a2, ... an les abscisses projectives qui correspondent respectivement aux points A(0), A(1), A(2), ..., A(n).

On remarque
 que les deux points qui correspondent au point A(0) sont A(0) compté deux fois. Autrement dit l’équation 

P(u, u) = 0
(2)

a au moins une solution double, à savoir a 0.

De même, on aussi ce résultat pour les autres sommets du polygone A(0)A(1)...A(n).

Comme n est supérieur ou égal à 3, on en déduit que l’équation (2) a au moins trois solutions doubles, i.e. au moins six solutions (comptées avec leurs multiplicités).

L’équation (2) est équivalente au système suivant :
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Et si on écrit :

P(u, v) = au²v² + bu²v + cu² + duv² + euv + fu + gv² + hv + i = 0

on a alors le système suivant :
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Ce système est équivalent à : 
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On a dans la première ligne de ce système un polynôme à coefficients complexes au maximum du quatrième degré. S’il n’est pas nul, il a donc au maximum quatre racines comptées avec leurs multiplicités. Or nous avions vu qu’il y avait six solutions à l’équation (2), donc il est nul. On en déduit alors qu’on a :

{ a = 0 ;  b + d = 0 ; c + e + g = 0 ; f + h = 0 ; i = 0 }

Et donc :

P(u, v) = bu2v + cu2 – buv2 – (c + g)uv + fu + gv2 – fv

P(u, v) = (u – v)(buv + cu – gv + f)

 Le polynôme u – v divise donc le polynôme P et P est donc de la forme :

P(u, v) = (u – v)((u + (v + (uv + ()

Le facteur ((u + (v + (uv + () est en fait une correspondance (1,1).

Comme les a i sont des solutions doubles de l’équation (2), on a pour tout a i :

(a i + (a i + (a i 2 + ( = 0

Or, si ce polynôme qui est au maximum de degré 2 est non nul, il a au maximum deux racines. Ceci est contradictoire car l’entier n étant supérieur ou égal trois il y a au moins trois a i racine de ce polynôme. C’est donc que ce polynôme est nul. On a alors :

( + ( = 0, ( = 0 et ( = 0

Autrement dit, vu quand dans le contexte présent les polynômes dont nous parlons sont définis à coefficient multiplicatif près (car on ne s’intéresse car leurs racines) on a :

(u + (v + (uv + ( = u – v

Ce qui nous donne finalement :

P(u, v) = (u – v) 2
Cela signifie que si on se donne un point M(0) d’abscisse projective m 0 de la conique C, l’équation :

P(m 0, v) = 0

a pour solution double m 0. Autrement dit, le polygone M(0)M(1)...M(n) est inscrit dans C et circonscrit à C’ et ceci est le résultat que nous voulions démontrer.
(
Deuxième partie :

Un autre point de vue

(vers le porisme de Poncelet).
1. Fonctions elliptiques.

Pour compléter le résultat énoncé dans la première partie de cet exposé et démontrer ce qu’on appelle le porisme de Poncelet nous allons adopter un point de vue différent de celui que nous avions pris précédemment et utiliser quelques notions d’analyse complexe. En particulier, nous allons introduire et utiliser quelques résultats sur les fonctions et les courbes elliptiques.

Définition 1.1. : On appelle fonctions elliptiques
 les fonctions f méromorphes (de ( dans () et bipériodiques, i.e. telles qu’il existe deux complexes non nuls u et v tels que le partie imaginaire de 
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 est non nulle
 et tels que pour tout complexe z et tout complexe z’ du réseau L = u( + v( on a f(z +z’) = f(z).

Maintenant que nous avons défini ce qu’est une fonction elliptique, introduisons-en une particulière et sur laquelle nous nous appuierons par la suite : la fonction ( dite de Weierstrass.

Définition 1.2. : Soit L un réseau. On définit la fonction 
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 dite de Weierstrass  (et dépendant du réseau) par : ((z) = 
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Assurons-nous que cette fonction est bien définie. Pour cela nous allons montrer que la série 
[image: image200.wmf]2

1

z

 + 
[image: image201.wmf])

1

)

(

1

(

2

*

2

l

l

z

L

l

-

-

å

Î

 converge uniformément sur les compacts de (\L et définit une fonction méromorphe sur (. Afin de démontrer ce qui vient d’être énoncé nous allons utiliser le lemme suivant.

Lemme 1.3. : La série 
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Démonstration : À chaque entier naturel n on fait correspondre le parallélogramme Pn défini par {xu + yv ; sup{| x |, | y |} = n}. Par exemple, pour n = 2, on a le dessin suivant :
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Remarquons que ce parallélogramme contient 8n éléments de L. Notons d l’infimum de l’ensemble {| z | ; z 
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Pour l 
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 Pn , on a | l | ( nd car on a Pn = nP1. Ceci nous donne : 
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d’où le résultat annoncé.
(
Démontrons maintenant que la série décrite plus haut est bien uniformément convergente sur les compacts de (\L. Pour cela, on montre que la série converge uniformément sur tous les disques de rayon R centrés en 0. Notons que la discrétion de L implique la finitude de l’intersection du disque centré en 0 et de rayon R avec L (et ce quelque soit R). Il n’y a donc qu’un nombre fini de 
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Plaçons-nous dans D(0, R). Pour tout z dans D(0, R)\L et tout 
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Or on sait que | z | ( R et |
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De même, on a :
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D’où finalement : 
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qui est, d’après le lemme, le terme d’une série convergente. Comme il n’y a plus qu’un nombre fini de termes à ajouter, la série étudiée est normalement convergente et donc uniformément convergente sur tout compact de (\L.

Maintenant que nous savons que ( est bien définie, montrons qu’elle est méromorphe. Rappelons pour cela le théorème suivant :

Théorème (Morera) : Soient U un ouvert de ( et f : U 
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 ( une fonction continue. Alors f est analytique dans U si et seulement si elle vérifie la relation de Chasles :
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pour un triangle abc contenu dans U.

Considérons ici que U est égal à (\L. On peut alors considérer que notre série est une suite de fonctions holomorphes sur U (les sommes partielles) qui converge uniformément sur tous les compacts de U. La limite, i.e. la somme, est donc continue sur U. Considérons un triangle inclus dans U. Le bord du triangle est compact donc la série converge uniformément vers sa somme sur ce bord. L’intégrale de la somme est donc sur ce bord la limite des intégrales des sommes partielles de la série qui sont nulles puisque nous traitons de fonctions holomorphes. La somme de la série est donc elle aussi holomorphe sur U et donc méromorphe sur ( et de pôles les éléments de L.

Montrons maintenant que ( est bipériodique de bipériode L. On suppose que L = u( + v(.. Il suffit donc de démontrer que pour tout z 
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 (\L on a ((z + u) = ((z) et ((z + v) = ((z).

Posons f(z) = ((z + u) – ((z). On a alors f’(z) = (’(z + u) – (’(z). Or (’ est bipériodique. En effet, d’après ce qu’on a démontré plus haut, sur tout compact contenu dans (\L la dérivée de ( est la somme des dérivées, c’est-à-dire qu’on a :

(’(z) = 
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qui est clairement bipériodique de bipériode L. On a donc f’(z) = 0 pour tout complexe z, donc f est constante.

Notons maintenant que f(
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donc f(
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) = 0 et donc ((z + u) = ((z). De même on a ((z + v) = ((z) donc ( est bipériodique.

D’après la définition que nous en avons donné, ( est donc bien une fonction elliptique.

Démontrons maintenant que la fonction ( de Weierstrass vérifie la relation suivante :

Proposition 1.4. : La fonction ( de Weierstrass vérifie l’équation différentielle suivante :

(’(z)2 = 4((z)3 – 60((z) 
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On notera par la suite g2 = 
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Démonstration : Soit f la fonction définie par f(z) = (’(z)2 – 4((z)3 + 60((z)g2 + 140g3. Montrons que la fonction f est nulle.

Sachant que ( est paire et que ((z) – 
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 le développement en série de Laurent de ( au voisinage de 0 (privé de 0) est de la forme :

((z) = 
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 + 0 + a2z2 + a4z4 + ...

Par dérivations successives de g on trouve a2 = 3g2 et a3 = 5g3.

Comme on l’a déjà mentionné précédemment, on peut dériver terme à terme cette expression, ce qui permet de trouver : (’(z) = 
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[image: image275.wmf]2

2

20

z

a

 – 28a4 – 8a22z2 + ... donc f est aussi holomorphe au voisinage de 0 et elle est même nulle en ce point. Elle est donc holomorphe sur (. Elle est donc bornée sur le parallélogramme {xu + yv ; x, y 
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 [0, 1]} (qui est compact) et par bipériodicité elle est donc bornée sur ( tout entier, donc, d’après le théorème de Liouville
, constante. Comme on l’a déjà signalé, elle est nulle en 0 donc nulle partout. D’où le résultat attendu.
(
2. Le théorème d’Abel et sa réciproque.

Nous allons maintenant énoncer et démontrer trois théorèmes sur les fonctions elliptiques. Mais avant d’aborder ces trois théorèmes, donnons quelques définitions, quelques propriétés et rappelons quelques résultats sur les fonctions analytiques.

Définition 2.1. : On appellera dans la suite parallélogramme des périodes un parallélogramme de sommet z0, z0 + u, z0 + u + v, z0 + v, z0 étant quelconque.

Théorème (des résidus) : Soit X un domaine de classe C1 par morceaux sur (. Soit U son intérieur. Soient Z = {zk} une partie finie de U et Y le complémentaire de Z dans X. Soit f une fonction continue de Y dans (, holomorphe sur U(Y. Soit (X le bord orienté de X. Alors on a : 
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 EMBED Equation.3  [image: image279.wmf]å
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où Rés(f, zk) est le coefficient a– 1 dans le développement en série de Laurent au voisinage de zk, f(zk) = 
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Propriété 2.2. :  Soit X un domaine de classe C1 par morceaux contenu dans un ouvert simplement connexe U de (. Soit f un fonction méromorphe non constante définie sur U. on suppose que tous les zéros et les pôles de f sont intérieurs à X. On note {ak} les zéros de f et {bl} ses pôles. on note aussi nk l’ordre du zéro ak et ml l’ordre du pôle bl. Alors on a : 


[image: image281.wmf]ò

¶

X

dz

z

f

z

f

)

(

)

(

'

 = 2i
[image: image282.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

-

å

å

k

l

l

k

m

n

p


Démonstration : Soit ( la fonction méromorphe suivante : ((z) = 
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 et soit g la fonction définie par le quotient de f par (. Par hypothèse sur f, g est holomorphe sur U et ne s’annule pas. Or U est simplement connexe donc la fonction holomorphe 
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 admet une primitive h sur U. On a donc l’égalité :
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Or on a :

(log((z))’ = 
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(log((z))’ = 
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Notons maintenant que d’après ce qu’on a déjà dit sur 
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, l’intégrale de h’ le long de (X est nulle. D’après le théorème des résidus on a donc : 
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    (
Présentons un dernière propriété avant de nous attaquer aux théorèmes annoncés plus haut.

Propriété 2.3. : Dans un parallélogramme des périodes P, la somme des résidus d’une fonction elliptique f est nulle.

Démonstration : Du fait qu’une fonction elliptique ne possède qu’un nombre fini de pôles dans un domaine borné de (, on peut supposer que les côtés du parallélogramme ne contiennent pas de pôles.

Notons que l’on a grâce à la périodicité de f : 
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 en posant z = w –v

et de même :
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 en posant z = w – u

et on a donc : 
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 = 0. D’où le résultat.
(
Voici maintenant le premier des trois théorèmes fondamentaux pour la suite, parfois attribué à Liouville.

Théorème 2.4. : Dans un parallélogramme des périodes P, le nombre total de pôles n (comptés avec leurs multiplicités) d’une fonction elliptique f est égal au nombre total de zéro m (comptés aussi avec leur multiplicité)

Démonstration : On sait que 
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 = 2i((n – m) et que la somme des résidus d’une fonction elliptique (en l’occurrence 
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) est nulle donc n = m.
(
Définition 2.5. : On appellera maintenant ce nombre l’ordre de f.

Précisons ce rapport entre pôles et zéros des fonctions elliptiques à travers un second théorème, lui aussi parfois attribué à Liouville.

Théorème 2.6. : En considérant toujours une fonction elliptique f et un parallélogramme des périodes P dont les bords ne contiennent ni pôles ni zéros, alors la somme des affixes des pôles (répétés avec leur multiplicité) et la somme des affixes des zéros (répétés aussi avec leur multiplicité) diffèrent d’une période du réseau L.

Démonstration : En reprenant les calculs faits dans la démonstration de la propriété 1 on a :
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où les ak et les bl sont respectivement les zéros et les pôles de f comptabilisés suivant leur multiplicité.

On considère que les sommets du parallélogramme sont A = z0, B = z0 + u, C = z0 + u +v et enfin D = z0 + v. On a pour z 
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Or f(A) = f(B) donc :
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De même on trouve :
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Ce qui nous donne le résultat attendu.
(
Ce théorème admet une réciproque appelée théorème d’Abel.

Théorème (Abel) : On se donne deux familles (u1, ..., un) et (v1, ...,vn) de nombres complexes et un réseau L. Il existe une fonction elliptique f de période L, de zéros les complexes ui + L et de pôles les vi + L si et seulement si 
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est un élément du réseau et où les ai et les bi sont respectivement dans ui +L et vi + L.

Démonstration : L’un des deux sens de l’équivalence vient d’être démontré, démontrons l’autre.

On se donne les deux familles (u1, ..., un) et (v1, ...,vn) comme énoncés dans le théorème. On choisit des éléments ai et bi respectivement dans ui +L et vi + L tels que 
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Soient u et v deux générateurs de L. On va construire une fonction elliptique répondant à notre problème.

On pose F(z) = 
[image: image326.wmf]å

Î

+

+

-

+

*

2

1

1

1

L

z

z

z

l

l

l

l

. On a F’(z) = 
[image: image327.wmf]å

Î

+

-

-

+

-

*

2

2

2

1

)

(

1

1

L

z

z

l

l

l

 = – ((z). Or ( est L-périodique donc F’ aussi et il existe donc deux complexes u’ et v’ tels qu’on ait les relations F(z + u) – F(z) = u’ et F(z + v’) – F(z) = v’ pour tout complexe z.

Posons maintenant 
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On pose p(z) = 
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      p’(z) = 
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      p’(z) = 
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      p’(z) = u’p(z)

et de même q’(z) = v’q(z). D’où p(z) = Aexp(u’z) et q(z) = Bexp(v’z) avec A et B deux complexes. 

Donnons-nous des conditions initiales sur nos équation différentielles pour déterminer A et B. On a p(
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 est impaire (il suffit de voir que L = – L) donc p(
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On pose maintenant f(z) = 
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. On va montrer que f admet L pour période. 

D’après ce qu’on a vu plus haut on a : 
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d’où :

f(z + u) = f(z)
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= f(z) par hypothèse.

On fait de même pour v.

f est donc L-périodique et par construction elle est méromorphe de pôles les bi + L et de zéros les ai + L.
(
 Ces théorèmes étant connus et avant d’aborder les courbes elliptiques, complétons la liste des propriétés de (.

On avait déjà vu que (’(z) = 
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. (’ est donc d’ordre 3 (par définition de l’ordre). D’après le théorème I, (’ a donc trois racines dans un parallélogramme des périodes. on vérifie facilement que ces seules racines sont 
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En effet, (’ est impaire et L-périodique donc (’(
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Avec le même raisonnement et en utilisant la parité de ( on trouve que les deux racines z et z’ de l’équation ((z) = w (où w est dans () sont soient confondues, soient opposées.

3. Courbes elliptiques.

Commençons par donner quelques définitions d’une courbe elliptique.

Définition 3.1. : Une courbe elliptique est l’ensemble défini par {(x, y) 
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 ((( ; y2 = P(x)} où P est un polynôme de degré 3 séparable (i.e. que toutes ses racines sont distinctes)

On peut compléter à l’infini une courbe elliptique définie par y2 = ax3 + bx2 + cx + d en l’homogénéisant. La nouvelle courbe a alors pour équation : y2z = ax3 + bx2z+ cxz2 + dz3 et est appelée complétée projective.
Si on effectue le changement de variable x = 
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 on peut considérer que a = 4 et qu’il n’y a pas de termes en x2, i.e. considérer seulement l’équation y2 = 4x3 + a’x + b’.

Définition 3.2. : On appelle cubique de Weierstrass associé au réseau L la courbe elliptique E d’équation Y2 = 4X3 – 60g2X –140g3 (en reprenant les notations utilisées dans l’équation différentielle vérifiée par () On note 
[image: image360.wmf]E

 la complétée projective de la cubique de Weierstrass.

Montrons le résultat suivant :

Proposition 3.3. : La fonction f définie par f(z) = ((’(z) : ((z) : 1) si z 
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 (\L (0 : 1 : 0) sinon est une bijection entre la complétée projective de Weierstrass et le tore (/L.

N. B. : l’image par f de (\L est bien dans la cubique de Weierstrass si on s’en réfère à l’équation différentielle vérifiée par (.

Démonstration : Il suffit de vérifier que la restriction de f à (\L est bijective et on aura le résultat attendu. 

Montrons d’abord que f est injective. Soient x et y deux complexes tels que f(x) = f(y). On a alors ((x) = ((y) et (’(x) = (’(y). 

Supposons que (’(x) ( 0.

D’après les dernières propositions mentionnées concernant ( on a y = x ou – x. 

Si y = – x alors par imparité (’(x) = –(’(x) et donc (’(x) = 0 ce qui est contradictoire. on a donc x = y. 

Supposons maintenant que (’(x) = 0. toujours d’après les dernières propriétés concernant la fonctions (, on a x et y égal à 
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. Supposons x ( y. Alors si on a l’égalité ((
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 ce qui est contradictoire. De même on ne peut pas avoir ((
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) ou ((
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). On a donc x = y.

f est donc bien injective.

Montrons maintenant que f est surjective.

Soit (x, y) un point de la cubique de Weierstrass. L’équation ((z) = x a deux solutions dans un parallélogramme des périodes donné, a et – a. On a :

((a)2 = 4((a)3 – 60g2((a) –140g3

((a)2 = 4x3 – 60g2x –140g3 par hypothèse

Par imparité, on a (’(a) = –(’(–a) donc y = (’(a) ou(’(–a).

D’où (x : y : 1) = f(a) ou f(–a) et f est donc bien surjective.

f est injective et surjective donc bijective.
(
On peut maintenant définir une loi de groupe sur la courbe elliptique. Deux points de vue peuvent être considérés : un point de vue géométrique ou un point de vue plus analytique, l’un permettant de mieux comprendre l’autre et vice-versa.

Utilisons la bijection f présentée précédemment. Soient P et Q deux point de 
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. On pose : 

P + Q = 
[image: image375.wmf]))

(

)

(

(

1

1

Q

f

P

f

-

-

+


Ceci définit bien une structure de groupe. 

En effet, il existe un élément neutre, à savoir le point à l’infini (0 : 1 : 0) : si (x : y : z) = f(a) et 
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 L. On a : 

(x : y : z) + (0 : 1 : 0) = 
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(x : y : z) + (0 : 1 : 0) = 
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La loi + est associative :

(P +Q) + R = 
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(P +Q) + R = 
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(P +Q) + R = 
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(P +Q) + R = 
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Et tout élément a un inverse : 

(x : y : z) + (x : – y : z) = 
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(x : y : z) + (x : – y : z) = (d’après la démonstration de la surjectivité) 

(x : y : z) + (x : – y : z) = 
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En fait on transporte la structure de groupe de (.

Expliquons maintenant ce qu’il se passe géométriquement. En fait P + Q et – (P + Q) sont alignés. Autrement dit, on a la propriété suivante :

Propriété 3.4. : Soient P, Q et R trois points de 
[image: image388.wmf]E

. Ces trois points sont alignés si et seulement si on a P + Q + R = 0.

Démonstration : Supposons P, Q et R alignés sur la droite projective D d’équation aX + bY + cZ = 0. On a alors que 
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 sont ou le point (0 : 1 : 0) ou les racines de l’équation a((z) + b(’(z) + c = 0. On posera F(z) = a((z) + b(’(z) + c. Montrons que 
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Supposons que b ( 0. F a alors un unique pole d’ordre 3 en 0 (on se place ici sur un parallélogramme des périodes) donc d’après le théorème II 
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Supposons maintenant que b = 0. Deux cas se présentent à nous :

Supposons a ( 0.

La droite D a alors pour équation aX + cZ = 0. Comme l’intersection de cette droite et de 
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 est de cardinal  et que (0 : 1 : 0) 
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 on peut supposer que P, par exemple, est égal au point (0 : 1 : 0). Notons maintenant que F a un pôle d’ordre 2 dans un parallélogramme des périodes, à savoir 0, donc d’après le théorème II on a encore 
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Supposons maintenant que a = 0 (et toujours b = 0).

On a c ( 0 (sinon cela n’a pas de sens). Comme F ne peut s’annuler on a donc les égalités  
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 = (0 : 1 : 0) et on a donc encore le résultat attendu.

Réciproquement, si P + Q + R = 0, i.e. si 
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 = 0 on P, Q, R alignés. En effet, la droite (PQ) coupe 
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 en un troisième point R’ et on a donc 
[image: image406.wmf])

'

(

)

(

)

(

1

1

1

R

f

Q

f

P

f

-

-

-

+

+

 = 0 d’après la première partie de cette démonstration. D’où l’égalité 
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 et donc R  = R‘ et donc P, Q et R sont alignés.
(
Géométriquement on a donc :


4. Une autre démonstration du grand théorème de Poncelet.

La présentation des courbes et fonctions elliptiques qui vient d’être faite va nous permettre de démontrer une nouvelle fois le théorème de Poncelet mais d’une façon complètement différente de celle présentée dans la première partie. On adoptera ainsi un point de vue qui  a vraisemblablement été celui adapté par Cayley
 et Jacobi
.

Considérons donc deux, coniques, non-dégénérées de ℙ2(() C et D. On supposera que ces deux coniques n’ont aucune intersection double (i.e. qu’elles ont quatre intersections simples). Soit E le sous-ensemble de C ( D* défini par {(X, T) ( C ( D* ; X ( D} où D* est l’ensemble des tangentes à D (la conique duale).

Pour la démonstration du grand théorème de Poncelet nous allons utiliser une lemme astucieux qui s’énonce ainsi :

Lemme 4.1. : E est une courbe elliptique.

Démonstration : Le résultat peut sembler étonnant mais on peut le démontrer de la façon suivante. Le but est de paramétrer judicieusement E.

Pour commencer, remarquons qu’on peut considérer que l’équation de la conique D est celle d’un cercle : x2 + y2 + z2 = 0. En effet, D est non-dégénérée donc la matrice de l’application bilinéaire qui lui est associée peut-être transformée par changement de base en la matrice identité.

Soit (x0 : y0 : z0) un point de ℙ2. Il y a deux tangentes à D qui passent par ce point, éventuellement deux fois la même si (x0 : y0 : z0) ( D. Ainsi, à chaque point de C on peut associer deux tangentes à D (ou une seule comptée deux fois) ce qui nous donne un paramétrage de E. Autrement dit, si on connaît un point X de C, on peut trouver les deux tangentes T1 et T2 telles que (X, T1) et (X, T2) appartiennent à E.

Ajoutons maintenant que comme on peut donner une structure de droite projective à C on peut la paramétrer par ℙ1((). On a donc un paramétrage du type 

   C : ℙ1(() 
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 C ( ℙ2(()

            t      
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 C (t) =  (x(t) : y(t) : z(t))

Posons maintenant (2 = x(t)2 + y(t)2 + z(t)2. E est alors complètement déterminée par les couples (t, τ). En effet, si on se donne un couple (t, τ) alors on se donne aussi un unique point X = (x(t) : y(t) : z(t)). Puis on calcule x(t)2 + y(t)2 + z(t)2 ce qui nous donne un nombre complexe P(t). il y a deux solutions à l’équation z2 = P(t), éventuellement double si P(t) = 0, i.e. si X ( D. À chacune de ces solutions on peut attribuer une des deux tangentes à D passant par X et comme on sait que (2 = P(t), le couple (t, τ) nous permet bien de déterminer un unique point de E.

Le but est maintenant de trouver un paramétrage de C telle que x(t)2 + y(t)2 + z(t)2 soit égal à un polynôme de degré 3 en t et à racines simples. On notera A un des quatre points d’intersection de C et D. Pour cela, paramétrons C à l’aide faisceau de conique engendré par C et D, i.e. {tC + D ; t ( ( ( {(}} qui est aussi l’ensemble de toutes les coniques qui passent par les quatre points communs à C et D. Plus explicitement, pour tout t ( ( ( {(}, on construit la tangente T(t) à tC + D passant par A et on lui associe le point (x(t) : y(t) : z(t)) de C qui est sur T(t) et distinct de A (sauf dans le cas où t = ( car tC+ D est alors égale à C et T(t) est la tangente à C en A).
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En procédant ainsi on a alors (2 = det(tC + D) (où on note encore C et D les matrices des applications bilinéaires associées respectivement à C et D).

En effet, les polynômes x(t)2 + y(t)2 + z(t)2 et det(tC + D) ont les même racines. Cela se justifie de la façon suivante. Si det(tC + D) est dégénérée et passe par les 4 points communs à C et D. On a donc trois configuration possibles :


[image: image412.png]c




qui correspondent aux valeurs de t pour lesquelles (x(t) : y(t) : z(t)) ( D, c’est-à-dire telles que x(t)2 + y(t)2 + z(t)2 = 0.

Les racines de det(tC + D) sont donc racines de P(t) = x(t)2 + y(t)2 + z(t)2.

Considérons maintenant les racines de P(t) = x(t)2 + y(t)2 + z(t)2. Elles correspondent aux valeurs de t pour lesquelles M(t) = (x(t) : y(t) : z(t)) ( D. On a alors M(A) tangente à une conique du faisceau tC + D. Une conique de ce faisceau passe par les quatre points d’intersection de C et D. On a donc (AM(t)) ( tC + D et tC + D est donc dégénérée et par suite det(tC + D) = 0. Les deux polynômes det(tC + D) et P(t) = x(t)2 + y(t)2 + z(t)2 ont donc bien les même racines.

Remarquons maintenant que det(tC + D) est un polynôme de degré 3 donc det(tC + D) est à racines simples.

Il en est de même pour x(t)2 + y(t)2 + z(t)2. En effet, supposons que P(t) = x(t)2 + y(t)2 + z(t)2 ait une racine double t0. On sait que (x(t0), y(t0), z(t0)) est un point commun à C et D. Si on écrit F(x, y, z) = x2 + y2 + z2 on a P(t) = F(x(t), y(t), z(t)). On a ainsi les égalités suivantes : P’(t0) = 0 = DF(x(t0), y(t0), z(t0)).(x’(t0), y’(t0), z’(t0)). Or le noyau de DF(x(t0), y(t0), z(t0)) est la tangente à D en (x(t0), y(t0), z(t0)) ( D et (x’(t0), y’(t0), z’(t0)) est le vecteur tangent à C en (x(t0), y(t0), z(t0)). C et D auraient donc une tangente commune en un point commun ce qui est faux car ces deux coniques n’ont que des points d’intersection simples.

Comme les équations de C et D sont définies à constante multiplicative près (on travaille dans l’espace projectif) on en déduit qu’on a bien l’égalité des polynômes x(t)2 + y(t)2 + z(t)2 et det(tC + D).

Comme de plus on sait que ce sont des polynômes de degré 3 à racines simples, on a bien obtenu l’équation d’une courbe elliptique.
(
Ce lemme étant démontré on peut maintenant démontrer le grand théorème de Poncelet.

Pour cela, introduisons les applications suivantes :

i :   E    
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    E

   (x, () 
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(x’, ()

où x’ est la deuxième intersection de ( avec C et

i’ :   E    
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    E

    (x, () 
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(x, (’)

où (’ est la deuxième tangente à D passant par x.

On pose évidemment x = x’ lorsque ( est tangente à C et ( = (’ lorsque x ( D.

On définit également l’application j = i’ o i. On a donc j(x, T) = (x’, T’) comme le montre le dessin suivant :
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Démontrer le grand théorème de Poncelet revient donc à démontrer que :

Théorème 4.2. : S’il existe n ( ( et P ( E tels que jn(P) = j o j o j o ... o j(P) (n fois) = P alors pour tout X ( E, jn(X) = X.

Démonstration : Supposons donc qu’il existe n ( ( et P ( E tels que jn(P) = P. D’après les résultats théoriques présentés dans le paragraphe sur les courbes elliptiques, E s’identifie au tore ( / L où L est un certain réseau de (.

On rappelle qu’on a un paramétrage de C qui à chaque point de ( ( {(} associe un point (x(t) : y(t) : z(t)).

Soit p l’application définie sur E et à valeurs dans ( ( {(} qui au point (X, () fait correspondre t tel que X = (x(t) : y(t) : z(t)).

On définit ainsi une application 
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 de ( dans (, L-périodique et méromorphe
.

Soient ( et ( deux nombres complexes. On pose f(z) = 
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Toujours en utilisant le fait que E s’identifie au tore ( / L, on peut défini respectivement à partir de i, i’ et j’ les applications 
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, 
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 et 
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Les zéros de f sont alors (à L-périodicité près) 
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 et 
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 et ses pôles sont 
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 et 
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. D’après le théorème 2.6.
, on a donc 
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Autrement dit, 
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 est de la forme 
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 ( a – z modulo L.

De même, en considérant l’application q définie sur E telle que q(X, () = ( on trouverait une égalité du type 
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 ( b – z modulo L.

On a alors 
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 ( z + b – a modulo L. Il s’agit tout simplement d’une translation. Si 
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 admet un point fixe pour un certain n, i.e. si n(b – a) ( 0 modulo L alors jn est bien l’identité sur E.

On a ainsi démontré le grand théorème de Poncelet.
(
5. Vers le porisme de Poncelet.

Le texte qui suit n’est là qu’à titre informatif et culturel. On ne donnera donc aucune démonstration précise et rigoureuse. Dans un éventuel travail ultérieur, on pourrait approfondir le résultat qui va être présenté.

Le porisme de Poncelet, vraisemblablement dû à Cayley, s’exprime de la façon suivante.

Théorème 5.1. (porisme de Poncelet) : Soient C et D deux coniques non-dégénérées. On supposera qu’elles n’ont pas de point d’intersection double et on notera encore (de façon quelque peu abusive) C et D les matrices des applications bilinéaires associées respectivement à C et D. On écrit alors le développement suivant :
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 = A0 + A1t + A2t2 + ...

La construction de Poncelet forme alors un polygone à n côtés si, et seulement si, on a les relations suivantes :
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 = 0 si n = 2m + 1 ou 
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 = 0 si n = 2m.

Ce théorème découle en fait d’un lemme de Cayley plus général concernant les courbes elliptiques.

Lemme 5.2. (Cayley) : Soit E une courbe elliptique d’équation y2 = (x – a)(x – b)(x – c). Soit p un point de E tel que x(p) = 0. On écrit alors le développement : 

y = 
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 = A0 + A1x + A2x2 + ...

Le point p est alors d’ordre n dans le groupe 
[image: image438.wmf]E

(() si, et seulement si, on a les mêmes relations que celles écrites dans le porisme de Poncelet.

Ce lemme est un conséquence du théorème d’Abel. Comme l’addition dans le groupe 
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(() peut se ramener à l’addition des nombres complexes, il suffit de voir sous quelles conditions on a np ( 0 modulo L (avec L le réseau approprié au contexte). On note (f1, ... , fn) une base de l’espace vectoriel des fonctions elliptiques sur ( / L dont le seul pôle est zéro et dont l’ordre est inférieur ou égal à n. La relation np ( 0 modulo L est équivalente d’après le théorème d’Abel (et le théorème qui le précédait dans notre présentation) à l’existence d’une fonction elliptique de l’espace vectoriel de base (f1, ... , fn) telle que p est un zéro d’ordre n de f, i.e. telle que f (j) (p) = 0 pour j = 0..n – 1. Autrement dit, il existe des complexes a1, ... , an non tous nuls tel que 
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 = 0 pour j = 0..n – 1. Cela signifie également que l’application linéaire de matrice 
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 a un noyau qui n’est pas réduit à {0} ce qui équivaut à dire que le Wronskien 
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 est nul.

Ensuite, en utilisant le théorème d’inversion locale en p pour x, et en prenant comme base 1, x, x2, ..., xm, y, xy, x2y, ..., xm – 1y si n = 2m + 1 ou x, x2, ..., xm, y, yx, ..., xm – 2y si n = 2m, on peut calculer le Wronskien plus facilement. On a tout d’abord la relation 
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 = k!Ak – i . On peut alors écrire la matrice associée au Wronskien par blocs sous la forme 
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. A est alors une matrice diagonale ne faisant intervenir que des termes en k! et l’évaluation de la matrice C permet d’établir le résultat attendu.

On applique alors le lemme à la courbe elliptique E du paragraphe précédent. 

Pour plus de précisions, on pourra consulter l’article de Phillip Graffiths mentionné en bibliographie. Nous n’avons en effet donné ici que les grandes lignes de la démonstrations et plusieurs points restent obscurs. Il ne faut donc considérer ces résultats qu’à titre purement culturels, ils ne sont d’ailleurs présentés que pour apprécier la beauté du résultat.

Et après ?

Écrire une conclusion pour un travail scientifique ne serait pas très heureux car il est toujours possible d’approfondir certains points, d’ouvrir de nouvelles pistes, etc. C’est pourquoi nous nous contenterons pour « conclure » de proposer quelques sujets de réflexion qui pourraient faire suite au présent travail. En premier lieu, nous pourrions tout d’abord améliorer quelques passages du texte présenté ci-dessus, préciser quelques arguments, détailler quelques démonstrations, et notamment dans la partie consacrée au porisme de Poncelet.

Ceci étant fait, plusieurs questions peuvent se poser naturellement à la lecture du texte qui vient d’être présenté. Une des premières questions que l’on peut se poser concerne la définition des espaces projectifs. On a défini les espaces projectifs comme étant des espaces vectoriels sur un corps k quotientés par une certaine relations d’équivalence. Ici, nous avons travaillé avec k = (. Mais que ce passe-t-il si on travaille avec un corps non-commutatif 
? Ou avec un corps fini ? Et comment interpréter dans ces cas-là les notions de conique, de tangente, etc. ?

Si maintenant on se replace dans le plan affine réel dans lequel les résultats peuvent sembler plus intuitifs, on peut se poser la question de la convexité des polygones inscrits et circonscrits aux deux coniques donnés. Quelles conditions donner aux équations des deux coniques pour que les polygones soient convexes ? Existe-t-il des cas pour lesquels il y a des polygones qui sont convexes et d’autres qui ne le sont pas ? Les conditions de convexité s’exprime-t-elles simplement dans le cas des cercles ? Des ellipses ?...

Et si la construction de Poncelet ne boucle pas, que ce passe-t-il exactement ? Comme les points de la conique forment un ensemble non dénombrable, on sait qu’il ne seront pas tous atteints mais l’ensemble des points atteints est-il dense dans l’ensemble des points de la conique
 ?...

Et si on passe au dimensions supérieures, s’il existe un polyèdre inscrit dans un quadrique et circonscrit à une autre (ellipsoïde, hyperboloïde à une ou deux nappes, paraboloïdes hyperbolique ou elliptique, etc.) en existe-t-il une infinité ? Plus généralement, s’il existe un hyperpolyèdre circonscrit à une quadrique de dimension n et inscrit dans une telle autre quadrique, en existe-t-il une infinité ?

Peut-on approfondir les liens entre théorème de Poncelet et théorie des fonctions et courbes elliptiques ?

Dans les cas précis des cercles ou des ellipses, peut-on préciser les conditions dans lesquelles le théorème de Poncelet a lieu en donnant des conditions géométriques plus élémentaires comme la positions des foyers, les excentricités, les rayons, etc. ? 

Ces problèmes ont peut-être déjà été traités dans divers articles (j’avoue ne pas avoir du tout approfondi toutes ces questions) mais montrent à quel point les questions peuvent rester ouvertes et dans quelle mesure un simple problème de géométrie assez concret (un lecteur non mathématicien peut en comprendre l’énoncé) peut être la source de nombreuses recherches.

Une page culturelle...

Nous avons souvent évoqué le nom de Jean-Victor Poncelet, mais qui était-il exactement
 ?

Jean-Victor Poncelet est né à Metz en 1788. Il intègre l’École polytechnique (créée en 1794) dans le génie et en sort en 1812 pour intégrer quelques semaines plus tard l’armée napoléonienne. Il participe ainsi à la campagne de Russie (il est chargé notamment de la protection de l’armée du général Ney) mais est fait prisonnier au passage du Dniepr en novembre 1812. C’est en prison, à Saratov où il a été conduit à pied sur près de 1500 kilomètres, qu’il reprend ses études mathématiques. N’ayant aucun livre à sa disposition il prépare les bases de ce qu’on appellera la géométrie projective, reprenant ainsi les travaux de Pappus, Desargues et Pascal.

Tout en apportant de grandes avancées géométriques, il s’inscrit ainsi directement dans la lignée de son professeur à l’école polytechnique, le régicide Gaspard Monge, père de la géométrie descriptive. Il revient en France en 1814 et publie ses travaux en 1822 dans son Traité des propriétés projectives des figures. Ses travaux sont critiqués par Augustin Cauchy qui refuse même d’entendre ses explications. On trouve pourtant dans ce traité une grande quantité de méthodes et de résultats intéressants. Poncelet y étudie les propriétés géométriques conservées par symétrie centrale et par perspective. Il généralise l’emploi de ces transformations pour ramener les démonstrations générales à des cas particuliers (l’étude des cercles pour les coniques par exemple). Il systématise également l’emploi des éléments à l’infini et imaginaires, le principe de dualité et les rapports pôle-polaire. Il est également l’un des premiers à insister sur la notion de transformation géométrique. Brillant ingénieur, il est également l’auteur d’un traité de mécanique en 1829 dans lequel il précise la notion de travail mécanique, donne quelques résultats sur les ondes et propose un modèle de turbine améliorée qu’il ne brevettera pas, préférant enrichir la science. Il est élu membre de l’Académie des Sciences de Paris en 1834, nommé membre étranger de la Royal Society en 1842, poursuit sa carrière militaire en étant promu colonel en 1844 puis général en 1848. Cette même année, il fonde le cours de mécanique physique et expérimentale à la Faculté des Sciences et est nommé à la tête de l’École polytechnique. Il est également élu représentant du peuple à l’Assemblée Constituante qui élaborera la constitution de la IIe république. En 1852, refusant de servir le second Empire de Napoléon III, il se laisse mettre à la retraite et décèdera à Paris en 1867.

Bibliographie :

Pour ce qui est de la géométrie projective en général on pourra consulter les ouvrages suivants :

· Daniel Lehmann, Une introduction à la géométrie projective, Ellipses, Paris, 2003.

· Jean-Claude Sidler, Géométrie projective, Paris, Dunod, 1993.

· Yves Ladegaillerie : Géométrie (affine, projective, euclidienne et anallagmatique), Ellipses, Paris, 2003.

Pour ce qui est des correspondances et du grand théorème de Poncelet, on trouvera des démarches plus ou moins similaires à celle présentée dans ce mémoire dans les ouvrages suivants :

· Pierre Samuel, Géométrie projective, Presses Universitaires de France, Paris, 1986.

· Luis A. Santaló, Geometría projectiva, Eudeba, Buenos Aires, 1966 (on peut trouver des extraits sur le site http://nonio.mat.uc.pt/PENSAS_EN02/geometriahoy/geomtrian gulo/clase11enero01/historia/santalo.htm) qui est très proche de la référence précédente.

· Ernest Duporcq, Premiers principes de géométrie moderne, Gauthiers-Villars, Paris, 1912. (le point de vue y est légèrement différent mais s’appuie aussi sur les correspondances)

On notera cependant que la composition des correspondances n’est clairement définie dans aucune de ces références.

Pour les questions d’algèbre et de géométrie algébrique, et notamment celles concernant le résultant, on consultera :

· David Cox, John Little, Donal O’Shea, Varieties and algorithms, Springer-Verlag, New-York, 1992.

· David Cox, John Little, Donal O’Shea, Using algebraic geometry, Springer-Verlag, New-York, 1998.

· Josette Calais, Éléments de théorie des anneaux, anneaux commutatifs, Ellipses, Paris, 2006.

· Joël Briançon, Philippe Maisonobe, Éléments d’algèbre commutative, Ellipses, Paris, 2004.

· Lionel Schwartz, Algèbre 3ème année, Dunod, Paris, 2003

En ce qui concerne les fonctions analytiques, les fonctions elliptiques, et de façon plus générale l’analyse complexe, on pourra lire :

· Georges Valiron, Théorie des fonctions, Masson, Paris, 1941.

· Stanislaw Saks, Antoni Zigmund, traduction de M. Lahy, Fonctions analytiques, Masson, Paris, 1970.

· Pierre Vogel, Fonctions analytiques, Paris, Dunod, 1999.

· Michèle Audin, Analyse complexe, polycopié disponible sur http://univ-irma.u-strasbg.fr/~maudin
Pour les courbes elliptiques, on pourra consulter :

· Marc Joye, Introduction élémentaire à la théorie des courbes elliptiques, Université catholique de Louvain, polycopié disponible sur http://www.dice.ucl.ac.be/crypto/
La référence pour la démonstration dans l’esprit de Jacobi et Cayley et le porisme de Poncelet est la suivante :

· Phillip Graffiths, Joseph Harris, On Cayley’s explicit solution to Poncelet’s porism, L’enseignement Mathématique, Volume 24, 1978.

Enfin, pour d’éventuelles lectures complémentaires, on pourra consulter :

· Jean-Marie Arnaudiès, Équations différentielles de fonctions de variable réelle ou complexe, Ellipses, Paris, 2000.

dans lequel il est établi un rapport fort intéressant entre l’équation différentielle liée au pendule simple et le grand théorème de Poncelet. On pourra aussi lire :

· Marcel Berger, Géométrie Tome 2, Nathan, Paris, 1990

dans lequel on trouve une démonstration du grand théorème de Poncelet beaucoup plus géométrique (et moins algébrique) et un peu plus générale car donnant des résultats sur des faisceaux de coniques. Et enfin, on peut consulter :

· Jean-Victor Poncelet, Traité des propriétés projectives des figures, Librairie Bachelier, Paris, 1822, dont une version numérisée est disponible à l’adresse suivante http://imgbase-scd-ulp.u-strasbg.fr/displayimage.php?album=433&pos=3
pour un retour en source ou pour aborder le problème d’un point de vue plus historique.

� on expliquera plus loin pourquoi on ajoute la mention « en général ».


� on considérera par mesure de simplicité que � EMBED Equation.3  ��� et � EMBED Equation.3  ��� ne sont pas nuls.





� sous réserve qu’il ne soit pas nul.


� en fait P’(X,Z) =  (– abde + acd2 + b2c2 +a2e2 + b3e – 2abce – cb2d)X2Z2 +  (– 2abcf – abdf + 2acde + b3f –  2ac2e + 2bc3 + 2a2ef – abe2 – bc2d)(X2Z + XZ2) + (ace2 – 2ac2f + c4 + a2f2 – abef + b2cf – bc2e)(X2 + Z2) + (2a2f2 – c2 d2 – 2b2e2 – ad2f + b2df + ade2 – 4ac2f + 2bcde + 2c4)XZ + 2abf2 – c2de – 2bc2f + 2bcdf + 2ec3 – adef – b2ef – 2acef + ae3)(X + Z) + c2e2 + be3 + b2f2 – dce2 – bdef – 2bcef + cd2f.


� On comprendra dans le contexte géométrique du grand théorème de Poncelet l’usage du qualificatif d’ « extrémal ».


� Cela signifie que son contenu (i.e. le PGCD de ses coefficients, ici dans ((X)) est égal à 1.


� On trouve des démonstrations de ce résultat dans tous les bons livres d’algèbre (cf. bibliographie), en général non loin du théorème de Gauss qui dit que si un anneau A est factoriel, alors A[X] aussi.


� On a juste écrit que le produit scalaire du vecteur (x,y,z) de (3 avec (t, t2, 1) ( (t’, t’2, 1) est nul.


� On a juste divisé les coefficients par t’ – t qui est bien non-nul car M et M’ sont distincts.


� On comprend mieux maintenant l’utilisation du qualificatif ; on s’intéresse aux points qui sont au bouts des lignes polygonales construites avec le principe de Poncelet.


� C’est une simple constatation géométrique, il suffit de parcourir le polygone dans un sens puis dans l’autre.


� Historiquement ce sont des fonctions qui sont d’abord intervenues dans le calcul de longueurs d’arcs elliptiques. Comme certaines fonctions bipériodiques permettent ce genre de calculs, la définition a été étendue à toutes ces fonctions.


� Autrement dit, les vecteurs u et v vus dans (2 sont indépendants.


� Ce théorème dit que toute fonction bornée et holomorphe de ( dans ( est constante.


� Mathématicien britannique (1821-1895) a qui l’on doit notamment le calcul matriciel. 


� Mathématicien allemand (1804-1851) auteur de travaux fondamentaux en théorie des fonctions elliptiques.


� Les pôles sont les éléments pour lesquels X = (x(() : y(() : z(()), i.e. tC + D = C si on se réfère à la présentation précédente.


� i.e. la réciproque du théorème d’Abel, cf. la partie « Le théorème d’Abel et sa réciproque ».


� comme par exemple le corps H des quaternions défini comme étant l’ensemble (2 dont on note les vecteurs de la base canonique par 1 et j muni du produit � EMBED Equation.3  ���.


� Avec une topologie idoine, induite notamment.


� Sources : 


Trente livres de mathématiques qui ont changé le monde, J.-J. Samueli et J.-C. Boudenot, Ellipses, Paris, 2006.


Grand Larousse Universel, Librairie Larousse, Paris, 1984.


� HYPERLINK "http://fr.wikipedia.org/wiki/Jean-Victor_Poncelet" ��http://fr.wikipedia.org/wiki/Jean-Victor_Poncelet� pour le portrait.
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