Chapitre 4 : Les variables aléatoires et leurs distributions

Dans le chapitre précédent, nous avons introduit la notion de probabilités, et nous l'avons présentée en utilisant le concept d'expérience aléatoire, d'ensemble fondamental  qui regroupait tous les résultats possibles de l'expérience, d'événements qui sont des sous-ensembles de  et de fonction de probabilités qui associent aux divers événements un nombre entre 0 et 1 qui représente les chances pour que le résultat de l'expérience se trouve dans ce sous-ensemble.

On s'intéresse maintenant aux cas où on associera un nombre à chaque résultat possible de l'expérience. Cette nouvelle dimension apporte la possibilité de faire des opérations sur les résultats 

Variable aléatoire:

Si on fait correspondre à chaque résultat d'expérience une valeur numérique, mais que celle-ci ne peut être prédite avec certitude, nous disons que nous avons une variable aléatoire.

Exemples: le nombre de points sur la face supérieure d'un dé lancé, la température qu'il fera demain à 10h, le nombre de clients qui entreront dans une épicerie entre 14 et 17h, etc...

Certaines variables aléatoires prennent des valeurs distinctes, elles sont dites discrètes, tandis que d'autres peuvent prendre n'importe quelle valeur dans un intervalle, ces dernières sont dites continues.

Loi de probabilité:

Une loi de probabilité est une fonction qui associe à chaque valeur possible (intervalle dans le cas ou la variable est continue) de la variable aléatoire une probabilité.

Exemple: La probabilité que chaque valeur 1,2,3,4,5 ou 6 apparaisse sur la face supérieure d'un dé  est de 1/6; on associe la valeur 1/6 comme probabilité à chaque  valeur possible de la variable aléatoire (loi uniforme dans ce cas).

Variable de Bernouilli:

Une variable aléatoire discrète qui peut prendre les valeurs 0 ou 1 avec probabilité p et 1-p est dite variable de bernouilli de probabilité p.

Espérance: p

Variance: p(1-p) 

La loi binomiale:

Paramètres: n et p

Si on répète n fois une expérience de bernouilli et quon compte le nombre de succes, on définit une variable aléatoire discrète. Cette variable obéït à une loi de probabilité dite loi binomiale.

Exemple: On lance 5 fois une pièce de monnaie équilibrée et on désire connaitre la probabilité que le nombre de pile soit 3.

Les possibilités dobtenir cette valeur sont les suivantes:

PPPFF,PPFPF,PPFFP,PFPPF,PFPFP,PFFPP,FPPPF,FPPFP,FPFPP,FFPPP

alors que chacune a une probabilité p^3 . (1-p)^2 de se réaliser, soit 

p(X=3) = 10 .  p^3 . (1-p)^2.

d'une manière générale, on a 

P(X=x) = n!/(x!(n-x)!) . p^x . q^(n-x) où q = 1-p

E(X) = np

Var(X) = np(1-p)

La loi de Poisson:

Paramètre:  

Soient des évènements temporels qui indépendants, ce qui signifie que la dernière fois qu'un évènement s'est produit de donne aucune information sur le moment où le prochain se produira. Le nombre d'évènements qui se produisent dans un intervalle de temps donné unitaire suit alors une loi de Poisson de paramètre  le nombre moyen d'évènements par unité de temps. 

Exemple: le nombre de personnes qui arrivent dans une station de métro durant le quart d'heure entre 15h et 15h15.

Loi de poisson

E(X) =  

Var(X) =  

La loi de Exponentielle:

Paramètre:  1/

La loi exponentielle fait référence au même processus que la loi de poisson mais la variable aléatoire n'est plus le nombre d'évènements par unité de temps mais le temps qui s'écoule entre entre deux évènements. Notons qu'une variable aléatoire qui suit une loi de poisson est discrète tandis qu'une variable aléatoire qui suit une loi exponentielle est continue.

Loi exponentielle

E(X) = 1/ 

Var(X) = 1/ (^2)

La loi Normale:

Paramètres:  et , la moyenne et l'écart-type.

C'est une loi très utilisée en statistique, principalement à cause du théorème central-limite qui dit que si nous calculons la moyenne de n variables aléatoires qui suivent la même loi (distribution), et que n est assez grand, alors quelque soit la distribution de ces variables, alors la moyenne (qui est aussi une variable aléatoire) suit une loi normale. En outre, la loi normale est utilisée pour approximer d'autres lois (comme la loi binomiale) dans certaines circonstances (quand n est grand, la loi binomiale est inutilisable car sa formule comporte n! qui n'est pas possible à calculer).

La fonction loi.normale() d'excel avec les valeurs x,    et VRAI donne la probabilité P(v<x) si v est une variable aléatoire qui suit une loi normale N( ).

La fonction loi.normale.inverse() d'excel avec les valeurs p,    et VRAI donne la probabilité valeur x telle que P(v<x)=p si v est une variable aléatoire qui suit une loi normale N( ).

