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SECTION 4 : PARAMETRES DE FORME
INTRODUCTION - OBJECTIFS   


Outre les paramètres de position et de dispersion, il existe deux autres classes de paramètres, dits de forme, qui selon Fisher, décrivent une série.

Ils mesurent le degré de symétrie d’une part, d’aplatissement, d’autre part.

a. La symétrie 

Définition : une distribution est symétrique si les valeurs équidistantes de la valeur centrale ont une fréquence égale ou (rappel) si xmo = xmé = 
[image: image1.wmf]x


On parle d’asymétrie positive, pour une distribution asymétrique à gauche.

On parle d’asymétrie négative, pour une distribution asymétrique à droite.

Exemple graphique d’une distribution symétrique :




 xmo = xmé = 
[image: image2.wmf]x

 

Paramètres :


a) Le paramètre de Fisher : 1 = 
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b) Le coefficient d’asymétrie : IA = 
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Propriétés :


1 = IA = 0 si la distribution est symétrique.

1 et  IA > 0 si la distribution est asymétrique à gauche (asymétrie positive).

1 et  IA < 0 si la distribution est asymétrique à droite (asymétrie négative).

b. L’aplatissement ou KURToSIS
Définition : une distribution est plus ou moins aplatie suivant que les fréquences des valeurs voisines des valeurs centrales sont plus ou mois élevées par rapport aux autres.  

On parle d’une distribution :

· mésokurtique, si cette distribution est similaire à une distribution normale centrée réduite (N(0,1)) ;

· leptokurtique, si cette distribution est moins plate que la distribution normale ;

· platykurtique, si cette distribution est plus plate que la distribution normale.

Exemple graphique d’une distribution normale centrée réduite :
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Source : http://www.b3e.jussieu.fr/valleron/P1/tra_1_5/sld122.htm

Paramètres :


2 = 
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Propriétés :


2 = 0 si la distribution est mésokurtique.

2 > 0 si la distribution est leptokurtique.

2  < 0 si la distribution est platykurtique.

SECTION 5 : MESURE DE LA CONCENTRATION
INTRODUCTION - OBJECTIFS   


Outre la dispersion, mesurée principalement par la variance, il peut être intéressant de mesurer l’inégalité dans la répartition des valeurs de la variable. Par exemple dans la répartition du revenu, des salaires, de la propriété, du capital, du patrimoine, etc..

Dans ce cadre, on utilise les techniques suivantes quand on étudie la répartition, entre les cas, de la somme des valeurs observées pour la variable.

Cette technique n’est cependant valide que si les valeurs des variables (xi) sont non négatives  :

L’analyse de la concentration est souvent associée à et peut être basée sur une représentation graphique : la courbe de Lorenz.

De l’interprétation géométrique de cette courbe, on dérive le principal indice de concentration : l’indice de Gini.

A. NOTIONS PRELIMINAIRES   


Deux séries cumulées sont utilisées dans la construction de la courbe.

· celle des effectifs cumulés ou la fonction de répartition des fréquences (C(xj) ou c(xj)) ;

· celle des valeurs observées (xj.Fj), triées en ordre croissant de xj, cumulées exprimées en pourcentage du total à répartir.

Cette dernière série est formée des valeurs de la statistique G(xj) : le cumul des parts de chaque valeur ou classe dans le total à répartir, notées habituellement g(xj).

g(xj) = 
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B. LA COURBE DE CONCENTRATION ou COURBE DE LORENZ 


Définition : La courbe de Lorenz représente les couples des valeurs de c(xj) et de G(xj). Elle met donc en relation la fonction de répartition et les parts cumulées de chaque valeur ou classe dans le total des valeurs observées de la série.

Propriétés :

· c(xk) = G(xk) = 1 ou 100%  et  c(x0) = G(x0) = 0 ou 0%, 

avec, par convention, x0 la classe inférieure à la première classe.

· La courbe s’inscrit donc dans un carré de côté unitaire, le « carré de Gini » ; sa diagonale, de l’origine au point (1,1), représente une situation de répartition parfaitement égalitaire et porte dès lors le nom de droite d’équirépartition.

· Selon la convention anglo-saxonne, la fonction de répartition (les c(xj)) est représentée en abscisse et les G(xk) en ordonnée. Etant donné la forme logistique (en S)de la fonction de répartition, la courbe de Lorenz se situera toujours sous la droite d’équirépartition.

· La courbure de la courbe de Lorenz indique le degré d’inégalité : plus la courbe se rapproche des bords du carré, plus la répartition est inégalitaire ; plus la courbe se rapproche de la diagonale, plus la répartition est égalitaire.

Exemples :

Tableau I.6 : exemple : Nombre de garçons (xj) dans un échantillon de 5000 familles de 8 enfants : adaptation pour la construction de la courbe de Lorenz
	xj
	Fj
	fj 
	c(xj)
	xjFj
	g(xj)
	G(xj)

	0

1

2

3

4

5

6

7

8
	16

98

433

1037

1452

1148

614

171

31
	0,0032

0,0196

0,0866

0,2074

0,2904

0,2296

0,1228

0,0342

0,0062
	0,0032

0,0228

0,1094

0,3168

0,6072

0,8368

0,9596

0,9938

1
	0

98

866

3111

5808

5740

3684

1197

248
	0

0,0047

0,0417

0,1499

0,2799

0,2766

0,1775

0,0577

0,0120
	0

0,0047

0,0465

0,1964

0,4762

0,7528

0,9304

0,9880

1

	Total
	5000
	1,00
	
	20752
	1
	


Graphique I.13 : Nombre de garçons (xj) dans un échantillon de 5000 familles de 8 enfants : Courbe de Lorenz (en rouge) et droite d’équirépartition (en bleu)

[image: image10.wmf]0,00

0,10

0,20

0,30

0,40

0,50

0,60

0,70

0,80

0,90

1,00

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

c

G


Tableau I.9 : exemple : Répartition des salaires (Kfrs) dans l’entreprise : adaptation pour la construction de la courbe de Lorenz
	Classes
	xj
	Fj
	c(xj)
	xjFj
	g(xj)
	G(xj)

	]43,5 – 47,5]

]47,5 – 51,5]

]51,5 – 55,5]

]55,5 – 59,5]

]59,5 – 63,5]

]63,5 – 67,5]

]67,5 – 71,5]
	45,5

49,5

53,5

57,5

61,5

65,5

69,5
	1

4

11

18

9

4

3
	0,020

0,100

0,320

0,680

0,860

0,940

1
	45,5

198

588,5

1035

553,5

262

208,5
	0,0157

0,0685

0,2036

0,3580

0,1915

0,0906

0,0721
	0,0157

0,0842

0,2878

0,6458

0,8373

0,9279

1

	Total
	
	50
	
	2891
	1
	


Graphique I.14 : Nombre de garçons (xj) dans un échantillon de 5000 familles de 8 enfants : Courbe de Lorenz (en rouge) et droite d’équirépartition (en bleu)

[image: image11.wmf]0,00

0,10

0,20

0,30

0,40

0,50

0,60

0,70

0,80

0,90

1,00

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

c

G


C. Une mesure DE LA CONCENTRATION ou L’INDICE DE GINI 


Définition : , l’indice de Gini, est le rapport entre l’aire du triangle sous la droite d’équirépartition et l’aire entre cette droite et la courbe de Lorenz.

Graphique I.15 : Exemple graphique du calcul de  (I)


Propriétés :

varie entre 0 (situation d’équirépartition) et 1 (situation d’inégalité totale).

Calcul de  :

Données : 

· Le carré a 1 pour côté donc l’aire du carré = 1 ( aire OAB = ½ = dénominateur.

· La courbe de Lorenz est en fait une ligne brisée dont les sommets ont pour coordonnées d’abscisse c(xj) et d’ordonnée G(xj).

Méthode : dite « des trapèzes » qui consiste à décomposer l’aire du numérateur en trapèzes et triangles complémentaires mutuellement exclusifs (voir le dessin infra comme exemple)

Graphique I.16 : Exemple graphique du calcul de  (II)











Dans cet exemple, qui sera généralisé infra, on pose par convention d’écriture :

z1 = OG, z2 = OH, z3 = OB = 1 et y1 = CG, y2 = DH, y3 = AB = 1 ou 

z1 = c(x1), z2 = c(x2), … et y1 = G(x1), y2 = G(x2), …

On peut démonter (voir la preuve en annexe) que  = z1 y2 + z2y3 - y1 z2 - y2z3
Et la formule se généralise pour n-1 sommets en :

 = z1 y2 + z2y3 + z3y4 +…+ zn-1yn - y1 z2 - y2z3- y3z4 -…- yn-1zn (
 =  
[image: image12.wmf]å
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Exemples de calcul de  :

Tableau I.6 : exemple : Nombre de garçons (xj) dans un échantillon de 5000 familles de 8 enfants : adaptation pour le calcul de l’indice de Gini
	xj
	c(xj) = zj
	G(xj) = yj
	zj-1 yj
	yj-1 zj

	0

1

2

3

4

5

6

7

8
	0,0032

0,0228

0,1094

0,3168

0,6072

0,8368

0,9596

0,9938

1
	0

0,0047

0,0465

0,1964

0,4762

0,7528

0,9304

0,9880

1
	-

0,000015

0,001

0,021

0,151

0,457

0,778

0,948

0,994
	-

0

0,001

0,015

0,119

0,398

0,723

0,924

0,988

	Total
	
	
	3,350
	3,168


(  = 3,350 – 3,168 = 0,182 ou 18,2 %

Tableau I.9 : exemple : Répartition des salaires (Kfrs) dans l’entreprise : adaptation pour le calcul de l’indice de Gini
	Classes
	xj
	c(xj) = zj
	G(xj) = yj
	zj-1 yj
	yj-1 zj

	]43,5 – 47,5]

]47,5 – 51,5]

]51,5 – 55,5]

]55,5 – 59,5]

]59,5 – 63,5]

]63,5 – 67,5]

]67,5 – 71,5]
	45,5

49,5

53,5

57,5

61,5

65,5

69,5
	0,020

0,100

0,320

0,680

0,860

0,940

1
	0,0157

0,0842

0,2878

0,6458

0,8373

0,9279

1
	-

0,002

0,029

0,207

0,569

0,798

0,940
	-

0,002

0,027

0,196

0,556

0,787

0,928

	Total
	
	
	
	2,545
	2,496


(  = 2,5454 – 2,496 = 0,049 ou (5 %

Remarques importantes à propos de l’utilisation de  :

· Les valeurs de  sont indicatives et doivent toujours être utilisées avec un recul critique.

·  sous-estime toujours la concentration (l’inégalité dans la répartition) quand les données sont regroupées en classe à cause de l’hypothèse d’équirépartition à l’intérieur des classes et du centre de classe pris comme référence, de plus les classes ouvertes des extrémités ne sont pas bien prises en compte.

·  ne donne qu’une information synthétique. En particulier,  ne permet aucune interprétation sur la forme de la courbe de Lorenz.

Une illustration : la répartition du revenu mondial (PNUD, rapport 1992) :
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D. Autres mesures intéressantes   


D-1) La médiale   


Définition : xml, la médiale est la valeur de la variable qui sépare la valeur totale (le total des valeurs des observations : Tot) en deux parties égales.

xml = {xg : Gg = 0,5}

Exemple : les salaires mensuels

Comme pour certains paramètres de position (médiane, mode, …), on définit d’abord la classe médiale qui contient G(xg) = 0,5, soit (55,5 – 59,5) pour laquelle G = 0,6458 avec G = 0,2878 pour la classe inférieure (51,5 – 55,5).

Tableau I.9 : exemple : Répartition des salaires (Kfrs) dans l’entreprise : adaptation pour le calcul la médiale
	Classes
	xj
	c(xj) 
	G(xj) 
	g(xj)

	]43,5 – 47,5]

]47,5 – 51,5]

]51,5 – 55,5]

]55,5 – 59,5]

]59,5 – 63,5]

]63,5 – 67,5]

]67,5 – 71,5]
	45,5

49,5

53,5

57,5

61,5

65,5

69,5
	0,020

0,100

0,320

0,680

0,860

0,940

1
	0,0157

0,0842

0,2878

0,6458

0,8373

0,9279

1
	0,0157

0,0685

0,2036

0,3580

0,1915

0,0906

0,0721

	Total
	
	
	
	1


On pratique alors une interpolation linéaire classique selon la formule suivante :

xml =  eml-1 +  aml .{[0,5 - G(xml-1) ]/ gml}
avec :
eml-1 : la limite inférieure de la classe médiale;


aml: l’amplitude de la classe médiale;

G(xml-1) : le total cumulé de la classe précédant immédiatement la classe médiale.

gml : la part dans le total à répartir de la classe médiale.

Dans l’exemple :.

xml =  55,5 + 4 .
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 = 55,5 + 0,59 = 57,86 arrondi à 58 Kfrs.

Graphique I.17 : détermination graphique de la médiale à partir de la courbe cumulative des valeurs observées
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D-2) Autres indices (p.m.)   


· Le coefficient d’entropie

· Le coefficient d’entropie relative

· L’indice de Theil

· Le coefficient d’Atkinson

· L’indice d’Herfindahl.

Ces coefficients sont utilisés dans des domaines particuliers comme :

· l’étude de la concurrence ;

· l’analyse des flux commerciaux.

Exercices récapitulatifs : Courbe de Lorentz et indice de Gini : 

	Tableau 1 :

Répartition par classe socio-professionnelle 

des déclarations fiscales et de la part de chacune dans le revenu imposable sur les personnes physiques (RIPP) total  

An 1, région : Chéseu

	RIPP total : 94377 millions de Mons

	Classe socio-professionnelle
	Région Chéseu

	
	Nombre de déclarations fiscales (1000)
	Part de chaque classe dans le revenu imposable total (%)

	Non actifs

Autres

Artisans 

Salariés
	257

155

563

1855
	3,00

11,33

14,91

70,76

	Total
	2830
	100

	Note méthodologique : chaque contribuable est tenu de remplir une déclaration fiscale annuelle


Exemple d’une source administrative à partir de laquelle il faut calculer un indice de Gini et dessiner correctement une courbe de Lorentz.
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