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L’introduction des racines « imaginaires » des nombres négatifs permet de trouver des solutions aux équations réelles du 2nd degré à discriminant strictement négatif. Mais ce n’est pas pour cela qu’elles ont d’abord été introduites.

En effet, les formules de résolution de l’équation du 2nd degré n’ont pas de sens dans le cadre réel lorsque l’équation n’a pas de solutions réelles. Il peut alors paraître artificiel de parler de racines dans un cadre étendu dont rien ne motive ni ne justifie l’existence.

Mais le troisième degré nous amène à une situation très différente : la formule de résolution de l’équation du 3ème degré x3 + ax + b = 0 a été obtenue au début du XVIème siècle par Scipione dal Ferro, sous la forme
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Il est remarquable de constater que c’est dans le cas où l’équation a trois racines réelles que le nombre ( = 27b3 + 4a3, qui figure sous le radical, est négatif. Par conséquent, c’est dans le cas où le nombre de racines réelles est maximal que la formule de résolution n’a plus de sens.

Ce fait troublant a été constaté par les algébristes italiens peu après la découverte de dal Ferro, puisque vers la fin du XVIème siècle, Raphaël Bombelli, en appliquant la formule à l’équation x3 - 15x - 14 = 0, ose écrire l’égalité 4 = 
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 et donne correctement les règles de calcul des nombres complexes, sans employer toutefois la notation moderne. 

I. Les points du plan et les nombres complexes
    A. Définition 

    x et y désignent deux nombres réels.

    Le plan est orienté et rapporté à un repère orthonormal direct 
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    Soit A le point de coordonnées (1, 0) et B celui de coordonnées (0, 1).

    Au point A on associe le nombre réel 1.

    Au point B on associe le nombre complexe i tel que i2 = -1.

    Plus généralement, à tout point M du plan, de coordonnées (a, b), on associe le nombre complexe unique, noté z, qui s’écrit z = a + ib.

    Réciproquement, à tout nombre complexe z = a + ib, on associe, dans le plan, un point M et un seul, de coordonnées (a, b). 

Il y a bijection entre l’ensemble des points du plan et l’ensemble des nombres complexes noté (.

Lorsque l’on associe les nombres complexes aux points d’un plan de repère orthonormal direct 
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, on dit que l’on travaille dans le plan complexe (ou le plan d’Argand-Cauchy).

[image: image93.wmf]u 


z est appelé l’affixe de M et M est le point-image de z.

    De même, à tout vecteur 
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 de coordonnées (a, b) dans la base orthonormale directe 
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, on associe le nombre complexe z = a + ib appelé affixe de ce vecteur.

    Réciproquement, à tout nombre complexe z = a + ib on associe le vecteur de coordonnées (a, b), appelé vecteur-image de z.

    B. Vocabulaire
    ( Dans l’écriture z = a + ib où (a, b) ((2, forme algébrique du nombre complexe z, a est appelé la partie réelle de z, notée Re(z), et b est appelé la partie imaginaire de z, notée Im(z).

    ( Deux nombres complexes sont égaux si, et seulement si, leurs parties réelles sont égales et leurs parties imaginaires aussi.

    ( Un nombre complexe est imaginaire pur si sa partie réelle est nulle.

    ( ( ( ( car quel que soit le réel a, a = a + 0i.

    ( L’axe de repère 
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 est appelé l’axe réel, celui de repère 
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 est appelé l’axe imaginaire.
Exercice : Dans le plan complexe muni d’un repère orthonormal 
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, on considère le 

point M d’affixe z = x + iy où (x, y) ((2.

1. Déterminer les affixes des points M1, M2, M3 respectivement symétriques de M par rapport à l’axe réel, l’axe imaginaire, au point O.

2. Faire une figure et placer M1, M2, M3 dans le cas où z = - 2 + 
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II. Opérations dans (
Pour effectuer des calculs dans (, il suffit d’utiliser i2 = - 1 et les mêmes règles de calcul que dans (. Soit deux nombres complexes écrits sous forme algébrique 

z = a + ib et z’ = a’ + ib’ où (a, b, a’, b’) ( (4.

    A. Somme

z + z’ = (a + a’) + i(b + b’) où (a, b, a’, b’) ( (4.

    Tout nombre complexe z admet un opposé (- z) dont le point-image est symétrique du point-image de z par rapport à l’origine O du repère.

    B. Produit
zz’ = (aa’ – bb’) + i(ab’ + ba’) où (a, b, a’, b’) ( (4.

    Tout nombre complexe non nul z admet un inverse : 
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Remarque : Pour mettre un nombre complexe sous forme algébrique, il faut supprimer les termes imaginaires du dénominateur.

    Quels que soient les nombres complexes z et z’, z’ étant non nul,
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Exercice : Ecrire sous forme algébrique les nombres complexes 
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Exercice : Calculer i3, i4, i5, i6, i7 et i8.

Démontrer que si l’entier naturel non nul n est multiple de 4 alors in = 1.

Déterminer in suivant les valeurs de l’entier naturel n.

En conclusion,


    C. Nombres complexes conjugués
    Définition : Soit z = a + ib, avec (a, b) ( (2 un nombre complexe.

                        On appelle conjugué de z le nombre complexe noté 
[image: image14.wmf] 

z

égal à a – ib.

                        On dit aussi que les nombres complexes z et 
[image: image15.wmf] 

z

sont conjugués. 

    Interprétation géométrique : Les points-images de deux nombres complexes conjugués sont symétriques l’un de l’autre par rapport à l’axe réel.

    Conséquences de la définition : Quel que soit le nombre complexe z,

                                                        ( z ( ( ( z = 
[image: image16.wmf] 
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 ;

                                                        ( z ( i( ( z = - 
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;

                                                        ( 
[image: image18.wmf] 

z

= z ;

                                                        ( si z = a + ib, avec (a, b) ( (2, z
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z

= a2 + b2.

    Propriétés : Pour tous nombres complexes z et z’ et tout entier n,

                         ( 
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                         ( si z’ ( 0, 
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Exercice : On donne les nombres complexes 
[image: image25.wmf]i
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Montrer sans calcul que z1 + z2 est réel et que z1 - z2 est imaginaire pur.

Exercice : P est le polynôme défini sur ( par P(z) = z3 + z2 – 4z + 6.

Démontrer que pour tout nombre complexe z, 
[image: image26.wmf](
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. Vérifier que 1 + i est une racine de P. En déduire les racines de P.

Exercice : Dans le plan complexe, déterminer l’ensemble des points M d’affixe z tels que 

Z = z2 + 
[image: image27.wmf]z

 soit réel.

    D. Résolution de l’équation az2 + bz + c = 0 où (a, b, c) ( (3
         1. Racines carrées d’un réel

         Soit l’équation z2 = a où a désigne un nombre réel.

         ( Les solutions dans ( de l’équation z2 = a, a réel, sont appelées les racines carrées de a. On distingue ici le mot « racine carrée » du symbole « 
[image: image28.wmf] » qui se lit « radical » pour éviter toute confusion et qui n’est utilisé que pour des réels positifs.

         ( Premier cas : a ( 0 ; l’équation z2 = a équivaut à 
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On obtient deux solutions réelles 
[image: image30.wmf]a
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, distinctes et opposées si a > 0, une solution double 0 si a = 0.

         ( Second cas : a < 0 ; l’équation z2 = a équivaut à 
[image: image31.wmf](

)

(

)

0

 

 

a

-

 

 

z

a

-

 

-

 

z

=

+

i

i

.

On obtient deux solutions distinctes imaginaires et conjuguées.

         2. Résolution de l’équation az2 + bz + c = 0 où (a, b, c) ( (3
         Théorème : L’équation az2 + bz + c = 0 où (a, b, c) ( (3, et a ( 0, admet des solutions 

                              dans (. Soit ( = b2 – 4ac le discriminant de cette équation.

                              ( Si ( = 0, il y a une solution unique z = - 
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                              ( Si ( > 0, il y a deux solutions distinctes réelles :
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                              ( Si ( < 0, il y a deux solutions distinctes complexes et conjuguées :
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Démonstration

La forme canonique du trinôme et les racines carrées du réel (  donnent ces conclusions.

Exercice : Résoudre l’équation z2 – 2cos(z + 1 = 0 où ( est un réel donné dans [0 ; 2([

Exercice : Soit le polynôme P défini sur ( par P(z) = z4 – 4z3 + 4z2 – 4z + 3. Montrer qu’il existe un polynôme Q du second degré, à coefficients réels tel que, pour tout complexe z,

P(z) = (z2 + 1)Q(z). En déduire les solutions dans ( de l’équation P(z) = 0 .

Exercice : Résoudre dans ( l’équation z2 - 
[image: image35.wmf] 
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+ 
[image: image36.wmf]4

1

= 0.

III. Module et argument d’un nombre complexe
    A. Définition : Soit z un nombre complexe non nul, M le point-image de z et (r, () un

                             couple de coordonnées polaires de M. Alors :

                                 ( r est le module de z (on note r = (z( = OM)

                                 ( ( est un argument de z (on note ( = argz [2(] ou ( = argz (mod.2())

Conséquences de la définition :

( Si z = a + ib où (a, b) ( (2, (z(2 = a2 + b2  = z. 
[image: image37.wmf] 
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( Dans le cas où z est réel , les notions de module et de valeur absolue coïncident.

( Quel que soit le nombre complexe non nul,

z ( (* ( argz = 0 [(] ;     z ( (*+ ( argz = 0 [2(] ;      z ( (*- ( argz = ( [2(] ;

z ( i(* ( argz = 
[image: image38.wmf]2
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    B. Forme trigonométrique

         Théorème : Soit z un nombre complexe non nul.

                              ( Si r = (z( et ( = argz [2(], alors z = r(cos( + isin().

                              ( Si z = r(cos( + isin() avec r > 0, alors r = (z( et ( = argz [2(].

Démonstration

Soit M le point d’affixe z. le résultat découle immédiatement des relations entre les coordonnées cartésiennes (x, y) de M et ses coordonnées polaires, compte tenu de z = x + iy.

L’écriture z = r(cos( + isin() est la forme trigonométrique de z.
Pour z ( 0, les relation s de passage de la forme trigonométrique à la forme algébrique et vice-versa sont r = (z( = 
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 et cos( = 
[image: image40.wmf]r

x

 et sin( = 
[image: image41.wmf]r
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, sachant que z = x + iy.

Exercice : Déterminer le module et un argument du nombre complexe z = 
[image: image42.wmf]2
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. En déduire la forme trigonométrique de z.

Exercice : Expliquer pourquoi l’écriture z = - 2
[image: image43.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

+

6

sin

 

 

6

cos

p

p

i

n’est pas la forme trigonométrique de z. Ecrire z sous forme trigonométrique.

Mêmes questions avec le nombre complexe z = 
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    C. Formes trigonométriques et opérations

    Théorème : Soit z = r(cos( + isin() avec r > 0 et z’ = r’(cos(’ + isin(’) avec r’ > 0.

                         Alors 

zz’ = rr’(cos(( + (’) + isin(( + (’))

et
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Démonstration
On développe le produit zz’ et on applique les formules d’addition.

En prenant ( = - (’ et r = 
[image: image46.wmf]r'
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, on obtient zz’ = 1 d’où 
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En remplaçant alors (’ par (-(’) dans la « formule » du produit, on obteint la « formule » du quotient.

    Corollaire : Quels que soient les nombres complexes z et z’,

                                                                                     (z et z’ sont non nuls) 

                         Produit  (z(z’( = (z(((z’(             arg(zz’) = argz + argz’ [2(]

                         Puissance  (zn( = (z(n , où n ((      arg(zn) = nargz [2(]

                         Inverse   
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                         Quotient   
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                         Conjugué   
[image: image52.wmf]z
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                         Opposé   (- z( = (z(                         arg(- z) = ( + argz [2(]

Exercice : On considère le nombre complexe z = 
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. Ecrire le nombre complexe 

Z = z2002 sous forme trigonométrique. En déduire sa forme algébrique.

Exercice : Ecrire sous forme trigonométrique les nombres complexes z1 = 
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, z2 = 1 – i et Z = 
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 . Ecrire Z sous forme algébrique. En déduire les valeurs exactes de 
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Exercice : Déterminer l’ensemble des points M d’affixe z tels que 
[image: image58.wmf]i
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    D. Notation exponentielle

   La fonction f définie sur ( par f(() = cos( + isin( vérifie : f(( + (’) = f(()(f((’) et

en prolongeant les propriétés de la dérivation, on a f = cos + isin, d’où :

f’ = (cos)’ + i(sin)’ = - sin + icos = if.

Tout ceci légitime la définition suivante :

    Définition : Pour tout réel (, on pose 
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Ainsi tout nombre complexe z non nul, de module r et d’argument (, s’écrit z = r
[image: image60.wmf]a
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. C’est la forme exponentielle de z.

Si z = r
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 où r > 0 alors (z( = r et argz = ( [2(].

En particulier (
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Cette notation est aussi cohérente qu’efficace : les propriétés des arguments données par le théorème et le corollaire qui précèdent montrent la pertinence d’une notation exponentielle dont la simplicité apparaît réellement si l’on retranscrit ces propriétés :
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    Formules de Moivre et d’Euler : Formules de Moivre
                                                            Pour tout réel ( et pour tout entier n,

                                                                             (cos( + isin()n = cos(n() + isin(n()

                                                            et              (cos( - isin()n = cos(n() - isin(n().

                                                            Formules d’Euler

                                                            Pour tout réel (,

                                                                   cos( = 
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    et      sin( = 
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Toutes ces formules résultent immédiatement des relations 
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= cos( - isin( et des propriétés des arguments.

Exercice : Ecrire sous forme algébrique les nombres complexes 
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Ecrire sous forme exponentielle les nombres complexes 5i ; 4 + 4i ; 
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IV. Nombres complexes et géométrie

    A. Nombres complexes et vecteurs

    Soit deux points A, B, C et D d’affixes respectives zA, zB, zC et zD, tels que les vecteurs 
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Alors 
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    Propriété : Soit deux vecteurs non nuls 
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                       Alors 
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                       Et
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    B. Nombres complexes et transformations
    F est une transformation du plan complexe ; on lui associe la fonction f de ( dans ( qui à un nombre complexe z affixe du point M associe le complexe z’ affixe du point M’ = F(M).

z’ = f(z) est l’écriture complexe de la transformation F.

         1. Ecriture complexe d’une translation

         Propriété : Soit 
[image: image81.wmf] 

w

un vecteur d’affixe b.

                            L’écriture complexe de la translation de vecteur 
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est z’ = z + b. 

Démonstration
Soit t la translation de vecteur 
[image: image83.wmf] 
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 d’affixe b. Alors

M’ = t(M) ( 
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         2. Ecriture complexe d’une homothétie
         Propriété : ( est un point d’affixe ( et k est un réel non nul.

                             L’écriture complexe de l’homothétie de centre ( et de rapport k est :

z’ - ( = k(z - ().

Démonstration

Soit h l’homothétie de centre (  d’affixe ( et de rapport k. Alors

M’ = h(M) ( 
[image: image85.wmf]M

k

M

W

=

W
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.

Exercice : h est l’homothétie de rapport 2 et de centre I d’affixe 1 + i. A est le point d’affixe – 1 – 2i. Donner l’écriture complexe de h et calculer l’affixe du point A’ image du point A par h.

         3. Ecriture complexe d’une rotation
         Propriété : ( est un point d’affixe ( et ( un nombre réel.

                            L’écriture complexe de la rotation de centre ( et d’angle ( est :

z’ - ( = 
[image: image86.wmf]q
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e
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Démonstration
r est la rotation de centre (  d’affixe ( et d’angle de mesure (.

( Si M ( (, M’ = r(M) ( 
[image: image87.wmf](
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Ceci équivaut à dire que le nombre complexe 
[image: image88.wmf]w
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est le nombre complexe de module 1 et d’argument (. Donc 
[image: image89.wmf]q
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ou encore z’ - ( = 
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e
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( Si M = (  alors M’ = (.. Donc la relation z’ - ( = 
[image: image91.wmf]q

i

e

(z - () est encore vraie.

Exercice : Les points A et B ont respectivement pour affixes les nombres complexes a et b. déterminer l’affixe c du point C tel que le triangle ABC soit rectangle isocèle direct en A.

LES  NOMBRES  COMPLEXES




































































l’ensemble ( est un ensemble contenant ( et muni d’une addition et d’une multiplication qui prolongent celles de ( et suivent les mêmes règles de calcul :


( l’addition dans ( est commutative, associative et tout élément admet un opposé ;


( la multiplication dans ( est commutative, associative, distributive sur l’addition et tout élément non nul admet un inverse.


On dit alors que ( muni de ces deux opérations est un corps commutatif, noté ((, +, ().
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M(z = a + ib)
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