SIMULATION

L’idée de base de la simulation est de construire un appareil expérimental ou simulateur, qui « agira comme », simulera le système qui nous intéresse sous certains de ses aspects importants de façon rapide et peu coûteuse.

Dans le contexte de l’analyse quantitative, la simulation se présente comme moyen d’expérimentation basé sur un modèle mathématique.  Bien que la simulation et l’optimisation utilisent toutes deux des modèles quantitatifs, elles sont basées sur des concepts très différents.

Dans un modèle d’optimisation, les valeurs des variables de décision sont des résultats.  Le modèle produit un ensemble de valeurs, pour les variables de décision, qui optimise (max. ou min.) la valeur de la fonction objectif.

Dans un modèle de simulation, les valeurs des variables de décision sont des données.  Le modèle évalue la fonction objective avec un ensemble particulier de valeurs.

Quand utiliser la simulation

Pourquoi ne pas utiliser un modèle qui donne toujours la meilleure réponse, soit un modèle d’optimisation?  En fait, par le passé, la simulation était souvent perçue comme une technique de dernier recours, à utiliser seulement lorsque les méthodes analytiques avaient échoué.  

Si un modèle analytique est disponible, des résultats exacts peuvent être obtenus rapidement et souvent une procédure d’optimisation peut être utilisée pour déterminer des résultats optimaux.  Toutefois, la simulation est aujourd’hui un des outils de l’analyse quantitative parmi les plus utilisé.  Voici pourquoi :

1- Les modèles analytiques peuvent être difficiles ou impossibles à obtenir, selon les complications liées au modèle spécifique.  En général, les complications sont liées à la nature aléatoire d’une ou plusieurs variables du modèle.

2- Les modèles analytiques ne prédisent typiquement que des moyennes ou des « états stationnaires » (à long terme).  Dans des modèles réalistes, il est souvent important de comprendre la variabilité des mesures ou comment les mesures changent à court terme (états transitoires).

3- La simulation peut être faite avec une grande variété de logiciels, des tableurs tels Excel ou Lotus, aux macro-complémentaires (tels Crystal Ball, @Risk) et aux logiciels dédiés comme SimScript et GPSS.  Les langages de programmation sont aussi devenus plus accessibles.  Puisque les modèles de simulation peuvent être exécutés sur un poste de travail ou un portatif (vous aurez l’occasion de le vérifier) et que le niveau de connaissances mathématiques et de programmation requis pour concevoir et exécuter un simulateur pratique a substantiellement diminué.  Il est maintenant parfois plus pratique d’utiliser la simulation même lorsqu’un modèle analytique pourrait être construit avec plus de temps et d’effort.

Les modèles de simulation sont souvent utilisés pour analyser une décision en situation de risque. Dans un tel cas, le ou les facteurs qui ne sont pas connus avec certitude seront considérés comme des variables aléatoires.  Le comportement de la variable aléatoire sera décrit par une fonction de densité de probabilité.

Lorsque la fonction de densité utilisée pour obtenir une probabilité au départ est une fonction uniforme sur l’intervalle (0, 1) on parlera de simulation de Monte Carlo (vous pouvez vous référer à l’exemple du dispositif avec pointeur discuté précédemment).

SIMULATION MONTE CARLO

La méthode de Monte Carlo est une technique numérique pour solutionner des problèmes mathématiques en simulant des variables aléatoires.

La date d’apparition généralement acceptée de la méthode de Monte Carlo est septembre 1949 alors qu’un article intitulé « The Monte Carlo Method » est publié par Nicholas Métropolis et S. Ulam dans le Journal de l’American Statistical Association Vol. 4, no 247, p. 335 ».  Bien que nulle part dans le corps de l’article il ne soit mention de l’expression « Monte Carlo », le titre de l’article a donné un nom à la méthode.

Voici une traduction du résumé en introduction de l’article :

« Nous présenterons ici la motivation et une description générale d’une méthode pour traiter une classe de problèmes en physique mathématique.  La méthode est essentiellement une approche statistique de l’étude d’équations différentielles ou plus généralement, d’équations integro-différentielles qui se présentent dans de nombreux domaines des sciences naturelles ».

L’article faisait suite à la « dé classification » en 1948 d’une série de travaux effectués au centre de recherche de Los Alamos où travaillent Métropolis, Ulam et John Von Newman à qui la paternité du nom de code de la technique est attribuée.

Les fondements théoriques de la méthode étaient bien connus bien avant la publication de l’article; bien avant 1949, certains problèmes statistiques et en sciences naturelles (théorie des gaz de Boltzman) ont été solutionnés et décrits au moyen de l’échantillonnage aléatoire, ce qui est en fait la méthode  de Monte Carlo.

Toutefois, parce que la simulation de variables aléatoires « à la main » est un processus laborieux, l’utilisation de la méthode de Monte Carlo comme technique numérique universelle n’est devenue pratique qu’avec l’avènement des ordinateurs.

Un exemple :  La méthode succès/échec

Nous commençons par un exemple simple.  Supposons que nous voulions calculer la surface du plan A de la figure 1 :  cela pourrait être une figure arbitraire avec des limites curvilignes; elle pourrait être définie de façon analytique ou graphique, être connectée ou en plusieurs parties.  Postulons que le plan A est à l’intérieur d’un carré de côté mesurant 1 unité.
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figure 1

Choisissons N points au hasard dans le carré et désignons le nombre de points qui tombent à l’intérieur de A par N1.  Il est géométriquement évident que la surface de A est approximativement égale au rapport 
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 Plus N sera grand, meilleure sera la précision de l’estimation.  Dans le cas présenté, N1 = 8 et N = 45 donc la surface est d’approximativement 0,1777 alors qu’elle est en réalité de 14,55%.

En pratique, la méthode de Monte Carlo n’est pas utilisée pour calculer la surface d’un plan.  Il y a d’autres méthodes plus compliquées qui fournissent une meilleure précision.  Par contre, cette méthode est souvent la seule méthode numérique utile pour estimer le « volume multidimensionnel »d’un corps dans un espace multidimensionnel.

Deux caractéristiques de la méthode de Monte Carlo :

La première caractéristique est la simplicité de la structure de l’algorithme de calcul.  En général, une procédure est effectuée pour obtenir un échantillon de taille 1 de façon aléatoire, de répliquer (répéter) N fois la procédure, chaque échantillon étant indépendant des autres.  On étudie ensuite de façon statistique les N résultats obtenus, moyennes, variances, histogrammes….  Nous avons déjà vu qu’il est identique de tirer 100 échantillons de taille 1 et 1 échantillon de taille 100.

La deuxième caractéristique de la méthode est qu’en règle général, l’erreur d’estimation est proportionnel à 
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, où D est une constante et N est le nombre de réplication.  Ainsi, pour diminuer l’erreur d’un facteur 100.  Ce qui présente de moins en moins une limite à la précision des résultats obtenus au fur et à mesure que la puissance de processeurs augmente, vous aurez l’occasion de produire 100 000 résultats sur vos portables!

La valeur de D dépend de la façon à résoudre le problème, comment les lois sont calculées par l’ordinateur et la complexité du modèle.

On utilise le terme au pluriel « méthodes de Monte Carlo » lorsque le même problème doit être résolu en simulant différentes variables aléatoires.

Retour à l’exemple :

Comment sélectionner des points de façon aléatoire dans un carré de côté 1?  

Imaginons l’expérience suivante :

Une version agrandie de la figure 1 est suspendue à un mur comme cible.  Un joueur de dard professionnel placé à quelque distance du mur lance N fois en visant le centre du carré.  Alors, tous les lancers ne toucheront évidemment pas le centre, ils frapperont la cible en N points aléatoires.  Peut-on estimer la surface de A à partir de ces points?  Le résultat d’une telle expérience est présenté à la figure 2.  Dans cette expérience      N = 30, N1 = 17 et le rapport 
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 = 56,67%, qui est presque le double de la surface (14,55%).  Il est évident que plus le lanceur sera habile, plus les lancers seront près du centre et plus grande sera la proportion de points dans A.
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Figure 2

Nous pouvons voir que notre méthode pour calculer la surface est valide lorsque les points sont « aléatoires » mais aussi lorsqu’ils sont « distribués uniformément » sur la surface totale du carré.

SIMULATION DE VARIABLES ALÉATOIRES

Variables aléatoires :

Pour définir une variable aléatoire, nous devons indiquer les valeurs qu’elle peut prendre (modalités) et les probabilités que ces valeurs réalisent.

Variables discrètes :

Une variable aléatoire X sera « discrète » si elle ne peut prendre que des valeurs dans un ensemble de valeurs données 
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.  En général, une variable discrète sera présentée sous forme de tableau.
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Où 
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 sont les valeurs possibles de X et p1, p2,…pn sont les probabilités correspondantes.  Pour être précis, la probabilité que la variable aléatoire X soit égale à x,  (noté P
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Le tableau (T) représente la fonction de densité de probabilité de la variable aléatoire X.

Les   valeurs   
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 peuvent  être  arbitraires.  Toutefois, les  probabilités p1, p2… pn doivent satisfaire deux conditions :

1- Tous les pi sont positifs

              
pi > 0

2- La somme des pi égale 1

p1 + p2 +…+ pn  = 1

Cette dernière condition nous assure qu’à chaque essai, X ne peut prendre qu’une des valeurs possibles.

Le nombre E (x) = 
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est nommé Espérance Mathématique ou valeur espérée de la Variable X.

Pour donner un sens physique à cette valeur, nous réécrirons l’expression sous cette forme :



E (x) = 
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Dans cette relation, on constate que E (x) est la valeur moyenne de la variable x, dans laquelle les valeurs plus probables sont inclues avec une pondération plus élevée.  En mécanique, si des masses m1, m2…mn
sont localisées en des points x1, x2…xn le long d’un axe, alors le centre de gravité du système est donné par l’équation :
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Bien entendu, dans ce cas la somme de toutes les masses n’est pas nécessairement  égale à 1.  

NOTE :
Souvent, le terme « centre de gravité » est utilisé en stat. Surtout multidimensionnelle  pour désigner la valeur espérée.

Mentionnons quelques propriétés de la valeur espérée.  Si c est une constante (valeur non aléatoire) alors :



E(x + c) = E(x) + c
et



E(cx) = cE(x)

Si X et Y sont deux variables aléatoires quelconques, alors :



E(x + y) = E(x) + E(y)

Le nombre Var(x) = E
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est appelé la variance de la variable aléatoire X.  La variance est alors la valeur espérée du carré des écarts entre les valeurs de la variable aléatoire et sa moyenne.  E(x).  Var(x) sera toujours supérieure à zéro.

L’équation de la variance peut se réécrire de la façon suivante, plus facile à utiliser :



Var(x) = E(x2) – (E(x))2
Quelques propriétés :

Si x est une constante quelconque :



Var(x + c) = Var(x)

et



Var(cx) = c2 Var(x)

Le concept d’indépendance entre variables aléatoires joue un rôle important en théorie des probabilités.  L’indépendance est un concept assez compliqué, mais qui peut être clair dans les cas les plus simples.  Supposons qu’on observe simultanément deux variables aléatoires x et y.  Si la distribution de x ne change pas lorsque la valeur de y est connue, alors on considère que x est indépendant de y.

Les relations suivantes s’appliquent à des variables x et y indépendantes :



E(xy) = E(x) 
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Et




Var(x + y) = Var(x) + Var(y)

La valeur espérée et la variance sont les caractéristiques numériques les plus importantes de la variable aléatoire x.

Quelle est leur valeur pratique?

Si nous observons la variable x plusieurs fois et obtenons les valeurs 
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 (chacune d’elle est égale à un des nombre 
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, alors la moyenne arithmétique de ces nombres s’approchera de E(x).
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 EMBED Equation.3  [image: image21.wmf](
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et la variance Var(x) caractérise l’étendue de ces valeurs autour de la valeur moyenne E(x).

Cette équation est un cas simple de la loi des grands nombres et peut s’expliquer par les considérations suivantes :

Supposons que parmi les valeurs obtenues 
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, le nombre x1 se  présente R1 fois, le nombre x2 se présente R2 fois…, le nombre xn se présente Rn fois.  Alors :
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Si N est grand, la fréquence 
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 de la valeur xi s’approche de sa probabilité pi tel que 
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 par conséquent :
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LE THÉORÈME DE LA LIMITE CENTRALE

Ce théorème important  a été formulé en premier par P.S. Laplace.  De nombreux mathématiciens remarquables, tels P.L. Chebyshev, A.A. Markov, A.M. Lyapunov et A. Ya. Khinchin, ont travaillé sur de nombreuses généralisations du théorème original.  Toutes les preuves sont plutôt complexes.

Considérons N variables aléatoires indépendantes identiques distribuées 
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 tels que leur distribution de probabilité coïncide.  En conséquence, leur espérance mathématique et leurs variances coïncident aussi (en les supposant finies).

Posons :



E(x1) = E(x2) = … = E(xn) = 
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Var(x1) = Var(x2) = …= Var(xn) = 
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et notons la somme des variables 
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des propriétés déjà mentionnées :



E(
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) = E(x1 + x2 + …+ xn) = Nμ

et



Var(
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Maintenant, considérons une variable aléatoire normale Wn dont les paramètres seraient moyenne = Nμ et variance = nb2.  Le théorème central limite établi que pour tout intervalle (
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P(
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Où Fw(
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) est la valeur de la fonction de répartition de w évaluée en 
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) est la valeur de la fonction de répartition évaluée en 
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Le sens physique du théorème est clair : la somme ρn d’un grand nombre de variables aléatoires identiquement distribuées est approximativement normale.  En fait, ce théorème est valide dans des conditions beaucoup plus faibles :  Les variables 
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 ne doivent pas nécessairement être identiques et indépendantes.  Essentiellement, il suffit qu’aucune d’entre elles ne joue un rôle trop important dans la somme.

C’est ce théorème qui explique pourquoi les variables aléatoires normales sont si souvent rencontrées dans la nature.  En fait, à chaque fois qu’on rencontre un effet qui est le résultat d’un grand nombre de petits facteurs aléatoires, la variable aléatoire résultante sera normale.

Le schéma général de la méthode de Monte Carlo
Supposons qu’on cherche à calculer une quantité inconnue m .  Nous allons tenter de trouver une variable aléatoire X avec 
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Considérons N variable indépendant 
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 ayant des distributions identiques à celle de X.  Si N est suffisamment élevé, alors d’après le théorème central limite que la distribution de la somme 
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 sera distribué de façon approximativement normale avec 
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De plus 
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.  En divisant l’inégalité par N nous obtenons une inégalité équivalente avec la même probabilité 
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.  Cette relation est importante dans la méthode de Monte Carlo, puisqu’elle nous fournit la méthode pour calculer m et l’erreur d’estimation.
Pour mieux le voir, nous réécrivons l’expression :
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de la même manière
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En fait, nous devons trouver N valeurs d’une variable aléatoire X, en sélectionnant une valeur pour chacune des variables 
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 qui équivaut à sélectionner N valeurs de X, puisque toutes ces variables sont identiquement distribuées.

De l’équation précédente il apparaît que la moyenne arithmétique de ces valeurs sera approximativement égale à m.  Selon toute vraisemblance l’erreur d’estimation n’excédera pas 
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  et approchera zéro lorsque N augmente.

En pratique, la limite de l’erreur 
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 est souvent relâchée et il est plus pratique d’utiliser l’erreur probable
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qui vient de 
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toutefois ce n’est pas une limite mais une caractéristique de l’erreur absolue 
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Génération de nombre aléatoire et modélisation de variable aléatoire.

Pour générer un nombre aléatoire nous utiliserons la fonction Alea ( ) de Excel qui produit un nombre entre 0 et 1.

Mentionnons que le nombre obtenu est en fait pseudo-aléatoire puisque résultat d’un programme.

Cette fonction modélise parfaitement le dispositif de pointeur mentionné précédemment.

Si nous voulions modéliser une distribution


x1
x2
x3
x4


0.5
0.25
0.125
0.125

nous utiliserons un dispositif pointeur gradué de la façon suivante :



x2
x3


x4
En fait nous n’avons qu’à utiliser Alea ( ) et à associer à x1 tous résultats entre 0 et 0.5, à x2  ceux entre 0.5 et 0.75, à x3 ceux entre 0.75 et 0.875 et à x4 ceux entre 0.875 et 1.
Voici quelques modèles de variables aléatoires :

-
Distribution uniforme discrète :


anglais : 
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français : 
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où n est le nombre de valeurs consécutives et a représente la première valeur.

Ex. :
Pour modéliser des résultats obtenus lors du lancer d’un dé la fonction sera : 
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-
Distribution uniforme continue :


anglais : 
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français : 
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où a est la borne inférieur et b la borne supérieure.

Ex. :
Pour modéliser une variable uniforme sur l’intervalle 
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Note :  Il y a plusieurs façons équivalentes d’arriver aux mêmes résultats

-
Distribution triangulaire symétrique

anglais : 
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français : 
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où a et b sont respectivement les bornes inférieures et supérieures.

Ex. :
Une distribution triangulaire symétrique entre 40 et 100 sera simulée par 
[image: image73.wmf](
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-
Distribution normale :

Anglais : 
[image: image74.wmf](
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Français : 
[image: image75.wmf](
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où 
[image: image76.wmf]m

 représente la moyenne (centre) et 
[image: image77.wmf]s

 représente l’écart-type (dispersion) de la distribution.

Ex. :
Une distribution normale avec moyenne à 70 et écart-type de 10 sera simulée par 
[image: image78.wmf](
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-
Distribution exponentielle


Anglais : 
[image: image79.wmf](
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Français : 
[image: image80.wmf](

)

(

)

Alea

1

Ln

*

-

l



Où 
[image: image81.wmf]l

 représente la moyenne de la distribution.

Ex. :
Une distribution exponentielle de moyenne 70 sera simulée par 
[image: image82.wmf](

)

(

)

Alea

70

1

Ln

*

-


En résumé :

-  Distribution uniforme discrète  =  
[image: image83.wmf](
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-  Uniforme continue = 
[image: image84.wmf](
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-  Triangulaire symétrique = 
[image: image85.wmf](
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-  Normale = 
[image: image86.wmf](
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-  Exponentielle = 
[image: image87.wmf](
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