Modélisation et simulation de systèmes
Buts :

Aide à la compréhension du fonctionnement de systèmes.

Aide à l’identification de paramètres.

Réalisation d’expériences virtuelles.

Optique :

Modèles minimalistes – Comportement qualitatif – Résultats quantitatifs

Matériel et méthodes :

Systèmes d’équations algébriques

Systèmes d’équations transcendantes

Systèmes d’équations différentielles ordinaires (temporel)
Systèmes d’équations différentielles aux dérivées partielles (spatio-temporel)
Systèmes d’équations différentielles à retard

Systèmes discrets

Mélange des ingrédients précédents

Mise à l’échelle (« adimensionalisation »)

Simplification des équations (3D + t ( 2D + t ( 1D + t  ( 0D + t ( 0D + 0t)

Résolution analytique (Plan des phases, points singuliers, trajectoires, ondes,…)
Résolutions numériques au moyen de logiciels dédiés
Chaîne opérationnelle :

(*) « Réalité » ( modèle simplifié ( modèle mathématique ( simulation ( interprétation des résultats : simulation versus « réalité » ( retour en (*)

Exemple type : Equation de Fischer ou de Fisher-Kolmogorov
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(1)
Cette équation établie en 1937 par R.A. Fisher (statisticien britannique) est du type réaction-diffusion. L’inconnue p = p(x,y,t) est la fréquence d’un gène mutant qui s’étend dans une population sous la forme d’une onde de propagation. D et k sont des constantes et ( est l’opérateur Laplacien.
La même année, A.N. Kolmogorov et ses collaborateurs ont également étudié cette équation dans le cadre d’un problème biologique.
C’est dans un contexte fort différent, alors qu’il venait de découvrir le phénomène de propagation d’ondes chimiques, que R. Luther, dès 1906, était arrivé à une équation équivalente. Son étude portait sur le déplacement d’un front d’ondes dans la réaction acide oxalique - permanganate.

Du point de vue de la modélisation et de la rigueur mathématique il convient évidemment d’associer à l’équation :

- le domaine sur lequel on la considère

- des conditions initiales sur ce domaine

- des conditions sur le bord du domaine (conditions aux limites)

Une forme légèrement différente de l’équation de Fisher-Kolmogorov permet de modéliser la croissance et la diffusion d’une population soumise à une dynamique de Verhulst (Pierre Verhulst 1838 démographe et statisticien belge)
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(2)
L’inconnue est à présent la densité de population et le premier terme du membre de droite (terme de réaction) traduit l’évolution qu’elle aurait en l’absence de diffusion. Il s’agit d’une croissance dite logistique. K est la portance du milieu et r0 son taux de croissance intrinsèque (résultant des naissances, décès et phénomènes migratoires, il est supposé constant). Le deuxième terme du second membre est le terme de diffusion et D est le coefficient de dispersion supposé constant. Ce modèle comporte donc trois paramètres constants : r0, K et D. Il faut évidemment adjoindre à l’équation (2) les conditions aux limites et initiales pertinentes (voir plus loin).
K et P ont les mêmes unités (nombre d’individus par unité de volume, de surface ou de longueur selon que l’on considère le cas tridimensionnel, bidimensionnel ou unidimensionnel / biomasse par unité de volume, …) r0 est l’inverse d’un temps et D s’exprime m²/s.
Remarques :

Le coefficient de diffusion moléculaire qui apparaît dans le modèle de Luther est d’un ordre de grandeur très différent de celui du coefficient de dispersion d’une population animale, par exemple. Dans des modèles plus élaborés on permet à K, D et r0 de varier dans le temps et/ou dans l’espace.

Etats stationnaires :
Considérons l’équation (1) et recherchons s’il existe des solutions qui ne changent pas dans le temps.

En l’absence de diffusion (D = 0) deux états stationnaires sont possibles p = 0 et p = 1. Ils correspondent respectivement à l’absence du gène ou à une situation où toute la population considérée le porte. On montre facilement que p = 0 est un état instable et que p = 1  est un état stable.
En présence de diffusion, les deux états stationnaires précédents sont toujours possibles mais la question de leur stabilité est un peu plus délicate.

Examinons ce qui se passe dans le cas unidimensionnel.

Les solutions stationnaires de l’équation (1) sont obtenues en résolvant 
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(3)

Cette équation différentielle ordinaire du second ordre, non linéaire, est autonome et l’on peut obtenir des informations intéressantes sur ses solutions éventuelles en procédant à son analyse dans le plan des phases.
Posons 
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, l’équation (3) est équivalente au système (4)
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   (4)

Les positions d’équilibre sont  P1=(0,0) et P2=(1,0).

La matrice Jacobienne du système (4) s’écrit
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P1 est donc un centre pour le problème linéarisé, puisque les valeurs propres de J1 sont imaginaires pures tandis que P2 est un col car les valeurs propres de J2 sont réelles et de signe contraire.
Pour le système non linéaire P2=(1,0) est donc également un col tandis qu’on ne peut déterminer, à ce stade-ci, si P1=(0,0) est un centre ou un foyer. Ceci est une conséquence du théorème de Hartman-Grobman.
La discrimination entre les différentes possibilités peut se faire à partir d’une fonction Hamiltonienne H(p,q) telle que
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(5)
Le long des solutions du système (4) on aura 
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(6)
Où C est une constante.
On trouve facilement la fonction Hamiltonienne par intégration des équations (5) 
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(7)

Les trajectoires du plan des phases (p,q) sont donc connues et fournies par l’intégrale première
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(8)

On peut donc conclure que dans le cas non linéaire l’état d’équilibre P1=(0,0) est un centre comme dans le cas du système linéarisé. En effet, les trajectoires au voisinage de P1=(0,0) sont des courbes fermées comme on peut le constater par inspection de (8) et sur la figure 1 où sont représentées la fonction Hamiltonienne et quelques courbes de niveau de la surface d’équation (8). 
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Figure 1. Graphe de la fonction Hamiltonienne et de ses courbes de niveau.

On a choisi r = D = 0.1. La courbe de niveau 0 se réduit à un seul point, l’origine. Les autres courbes correspondent aux valeurs C = r.[1 :1 :10] /(30.D). Pour la séparatrice qui passe par (1,0), C = r/(6D).
Seules les solutions non négatives bornées sont pertinentes du point de vue physique. Si l’inconnue p est une densité de probabilité ou une population réduite, l’étude est restreinte aux valeurs de p comprises entre 0 et 1.
Ces solutions sont soit

un point d’équilibre

une trajectoire fermée (orbite)

un segment de courbe reliant deux points d’équilibre
un segment de courbe reliant deux points d’une même trajectoire

Toute portion de trajectoire peut correspondre à un profil d’équilibre sur un intervalle déterminé.  Les conditions aux limites de l’intervalle sont fixées par les coordonnées des extrémités de la portion de trajectoire. La longueur de l’intervalle n’est cependant pas déterminable à partir du plan des phases et peut même ne pas exister... 

La figure 2 présente quelques trajectoires particulières
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Figure 2. Graphe de quelques portions de trajectoires. 

L’arc de courbe (I) correspond à une solution d’équilibre pour un problème de type Dirichlet où le domaine est un segment de longueur finie L. La courbe p(x) est symétrique par rapport à la médiatrice du segment et s’annule en ses extrémités (conditions aux limites de Dirichlet homogènes p(0) = p(L) = 0).

L’arc de courbe (II) correspond à une solution d’équilibre pour des conditions aux limites de Neumann homogènes (q = px = 0 aux extrémités de l’intervalle). Toutefois cette portion de trajectoire ne peut correspondre à une situation physique plausible puisqu’une partie de la courbe se trouve dans la « zone interdite » où p < 0, elle doit donc être rejetée !

La portion de trajectoire qui va du point (0,qIII) au point P2 (1,0) correspond à une solution d’équilibre pour un intervalle de longueur infinie. Ceci résulte du fait que la famille de courbes H(p,q) = C qui sont « à l’intérieur » de la courbe séparatrice ne coupent qu’une seule fois l’axe des p, en Z, par exemple, pour la courbe (I). Si l’on fait tendre Z vers 1 la solution s’approche du col P2 mais cette solution ne peut être atteinte que pour un temps qui tend vers l’infini puisque plus on est proche du col plus la vitesse de croissance de la population diminue. Il en résulte que la portion de trajectoire (III) concerne un domaine infini avec une condition de Dirichlet au point (0,qIII) et une condition de Neumann en (1,0) obtenue pour x tendant vers l’infini.

Les considérations précédentes pourraient laisser croire que lorsque Z tend vers 0 le domaine sur lequel on peut obtenir une solution d’équilibre avec des conditions aux limites de Dirichlet homogènes tend également vers zéro. Ceci signifierait que quelle que soit la petitesse du domaine de travail celui-ci pourrait supporter une certaine population.

Il n’en est rien. On peut en effet montrer qu’il existe un domaine de longueur critique L* en dessous de laquelle la population s’éteindra irrémédiablement (dans le cas des conditions aux limites de type Dirichlet).

Voyons comment déterminer cette longueur critique. Si le point Z tend vers l’origine, les trajectoires peuvent être assimilées à des ellipses d’équation
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(9)

obtenue en négligeant le terme en p³ dans l’équation (8).

Il s’agit donc d’ellipses de demi axes respectifs 
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(10)

On peut donc écrire 
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(11)

A et ( sont des constantes que l’ont peut déterminer aisément, on obtient
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Les conditions aux limites de Dirichlet imposent d’avoir p = 0  en x = 0,  ce qui est vérifié et p =0 en x =L, ce qui implique (L = (  soit  
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Quand Z tend vers l’origine du plan des phases, pour qu’une solution non triviale répondant aux conditions aux limites homogènes de Dirichlet existe, on doit donc avoir un domaine dont la longueur est finie et au moins égale à 
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 Figure 3. Etats d’équilibre pour L = 3 et L = 3.4 (r  = 0.1 et D = 0.1).
Condition initiale : sinusoïde d’amplitude 0.5.
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Figure 4. Etats d’équilibre pour L = 4  et 10L* (mêmes conditions qu’en figure 3).

Les figures 3 et 4 ont été obtenues en résolvant numériquement l’équation de Fisher-Kolmogorov (1), à une dimension d’espace, à l’aide de la procédure pdepe de Matlab. Les conditions aux limites sont de type Dirichlet homogènes et la condition initiale est donnée par p0 = 0.5 sin((.x/L).
On constate que pour L = 3 < 
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et que pour des valeurs de L > L* = 
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 la valeur maximum atteinte par p(x,t) dépend de L. On note en particulier que pour L = 10L* p(x,t) tend vers sa valeur maximale 1 sur la majeure partie du domaine L. 
Des conclusions analogues peuvent être déduites de calculs numériques dans le cas bidimensionnel instationnaire.

La figure 5 présente les conditions initiales et aux limites dans le cas d’un domaine carré de côté L = 30. Le logiciel utilisé est Femlab. Les conditions aux limites sont du type Dirichlet homogène et la condition initiale est donnée par la fonction p0(x,0) = 0.5 sin((x/L)* sin((y/L). 

Sur la figure 6 on a représenté p(x,t) pour t = 10 unités de temps et pour deux valeurs différentes de L. Lorsque L = 30, on constate que p(x,t) vaut 1 dans presque tout le domaine. Tandis que pour L = 3, p(x,t) est quasi nulle partout.
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Figure 5. Equation de Fisher, cas bidimensionnel, r = 0.1, D = 0.1, L = 30.
Condition aux limites de Dirichlet homogènes.

Condition initiale  p0(x,0) = 0.5 sin((x/L)* sin((y/L).
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Figure 6. Représentation de p(x,t) pour t = 10 unités de temps. Lorsque L = 30, on constate que p(x,t) vaut 1 dans presque tout le domaine. Pour L = 3, p(x,t) est quasi nulle partout (cf. échelle sur la droite des schémas).
Ondes progressives
Les ondes chimiques produites par R. Luther tout comme les ondes de population envahissant un territoire vierge peuvent être simulées par l’équation (1).
A une dimension d’espace et pour le domaine  -( < x < +( on peut mettre en évidence l’existence d’ondes qui se propagent de  -(  à  +(  sans se déformer.

Les conditions aux limites que nous envisageons correspondent à une population qui est à sa capacité biotique du côté des x négatifs et qui progresse à vitesse constante vers les x positifs où elle n’est pas encore installée.

On doit donc avoir  p(-(,t) = 1 et p(+(,t) =0.
Un cas typique est représenté à la figure 7.
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Figure 7. Onde progressive qui se déplace à vitesse constante c.

Les conditions aux limites sont  p(-(,t) = 1 et p(+(,t) =0.

On a également, q(-(,t) = px(-(,t) = q(+(,t) = px(+(,t) =0.

Les solutions qui satisfont aux conditions aux limites et qui représentent une onde indéformable se déplaçant à vitesse constante peuvent être recherchées sous la forme  U(z) = U(x-c.t) = p(x,t). Ce qui revient à introduire un système d’axes mobiles. La nouvelle variable z est la variable d’onde et la constante c est la célérité de l’onde.

L’équation (1) est remplacée par 
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(13)
Pour explorer la possibilité d’avoir des solutions U(z) sous forme d’onde progressive nous procédons à une nouvelle étude dans le plan des phases (U,V).

Posons U’ = V, l’équation (13) est remplacée par le système équivalent (14)
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(14)
Les positions d’équilibre sont à nouveau P1=(0,0) et P2=(1,0). La matrice Jacobienne du système (14) s’écrit
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Les valeurs propres de J1 sont 
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et celles de J2 
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On en déduit que pour c > 0, P1 est un équilibre stable. Pour 
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 il s’agit d’un foyer stable (deux valeurs propres complexes conjuguées à partie réelle négative) et pour 
[image: image42.wmf]rD

c

2

>

 il s’agit d’un nœud stable  (deux valeurs propres réelles négatives). Quant à P2, c’est un col pour toute valeur de c car les valeurs propres de J2 sont réelles et de signe contraire.
Une onde progressive correspondra donc à une trajectoire (hétérocline) allant de P2 à P1 pour que les conditions aux limites p(-(,t) = 1 et p(+(,t) =0 et les conditions associées q(-(,t) = px(-(,t) = q(+(,t) = px(+(,t) =0  soient vérifiées.
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Figure 8. Connexion hétéroclinique entre le col (1,0) et le foyer stable (0,0).

D = r = 1 et c = 0.5 <
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Figure 9. L’onde progressive oscillante associée à la trajectoire du plan de phases représentée à la figure 8 (D = r = 1 et c = 0.5 <
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Figure 10. Connexion hétéroclinique entre le col (1,0) et le foyer stable (0,0).

D = r = 1 et c = 2.1 >
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Figure 11. L’onde progressive associée à la trajectoire du plan des phases représentée à la figure 10 (D = r = 1 et c = 2.1 >
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L’étude que nous venons de faire, montre qu’il y a une vitesse de propagation minimale pour qu’une onde progressive physiquement réaliste puisse exister. Cette vitesse minimale est  c* =
[image: image51.wmf]rD
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. Elle correspond à la valeur limite de c pour laquelle les valeurs propres de J1 deviennent réelles et confondues.
Nos arguments sont essentiellement numériques et graphiques mais une démonstration rigoureuse de l’existence de cette limite a été établie par A.Källén, P.Arcuri et J.D.Murray.
Commentaire :
Les considérations qui précèdent peuvent s’appliquer à d’autres types de dynamiques que celle qui a été présentée ici où le terme de réaction est de type logistique, c'est-à-dire quadratique. 

Elles peuvent également être étendues à certains systèmes d’équations de type réaction-diffusion.
Enfin, dans des cas particuliers, on connaît des solutions analytiques à des équations de réaction diffusion même dans le cas où le coefficient de diffusion D dépend de la fonction cherchée.
Pour plus de détails concernant ces questions, on peut se référer, par exemple, au chapitre 13 du premier volume et aux chapitres 1 et 13 du deuxième volume du très remarquable ouvrage de J.D. Murray : « Mathematical Biology » (Ed. Springer 3ème édition, corrigée, 2004). 
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