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                                Comprendre la perspective
Je suis persuadé que ce mot vous effraie. Rassurez-vous vous n'êtes pas tout seul. Par contre, cela ne doit en aucun vous freiner dans votre apprentissage. Après tout chacun est libre de dessiner comme il veut et surtout comme il le ressent. Cependant avant de se permettre ces petites libertés, il est toujours souhaitable d'acquérir un minimum de connaissances. Libre à vous d'utiliser ou non ces règles. Attention je n'ai pas la prétention de traiter en profondeur ce sujet. Juste quelques notions que je considère suffisantes pour débuter.

La ligne d'horizon

Elément clé de la perspective, celle-ci doit obligatoirement être repérée avec soin. Pour la trouver rien de bien compliqué. Regardez en face de vous, la tête droite, sans baisser ni lever les yeux. L'endroit exact où pointe votre oeil correspond à la hauteur de la ligne d'horizon. En d'autres termes, la ligne d'horizon se situe à la hauteur des yeux.
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Figure 1
Dans cette première image, l'observateur est en position debout. Il attend.
Figure 2
Cette fois-ci, notre observateur s'est assis sur une chaise. Il s'impatiente.
Figure 3
Finalement, épuisé, notre observateur s'est littéralement allongé sur la route. Il dort (sur le ventre)
Un peu de gymnastique !!

Supposons que vous êtes dans votre salle à manger. Dans celle-ci, il devrait y avoir une table et des chaises. Allez vous asseoir sur une chaise le plus loin possible de la table. Repérez maintenant la ligne d'horizon. Si votre chaise et votre table sont de hauteur à peu près standard, la ligne d'horizon devrait se situer au-dessus du plateau de la table. Maintenant asseyez-vous par terre et faites la même recherche. Incroyable la ligne d'horizon est sous la table. Troisième exercice, levez-vous et cherchez de nouveau la ligne d'horizon. Stupéfaction, celle-ci a de nouveau bougé et se trouve désormais bien au-dessus de la table. Conclusion : chacun voit la ligne en fonction de sa position mais aussi en fonction de sa taille.
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Figure 4 
Le point de fuite

Lorsque deux lignes sont parallèles entres elles, comme les bords opposés de cette table par exemple, si l'on s'amuse à les prolonger, celles-ci se rejoignent sur la ligne d'horizon en un même point, appelé "point de fuite".

[image: image6.jpg]FUNE Jetinn



Figure 5 
Si par exemple vous avez besoin de dessiner un carrelage, les carreaux étant parallèles entre eux, toutes les lignes se rejoignent en un seul point de fuite.
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Des lignes qui montent d'autres qui descendent.

Une fois repérée, tracez délicatement cette ligne d'horizon sur votre feuille. Qu'observe-t-on ? Tout d'abord, que toutes les lignes, qu'elles soient en dessus, en dessous ou à la même hauteur que la ligne d'horizon, si on les prolonge, rejoignent obligatoirement la ligne d'horizon. 

De plus, toutes les lignes situées en dessous de la ligne d'horizon ont leur tracé qui monte vers celle-ci. Inversement, toutes les lignes situées en dessus de la ligne d'horizon descendent vers la ligne d'horizon. 
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Figure 6 
Pour finir, toutes les lignes qui sont à la hauteur de la ligne d'horizon sont parallèles à celle-ci. D'où l'importance de bien repérer cette fameuse ligne d'horizon.

A vous de jouer!

Si au bout de dix lectures de cette page vous n'avez toujours rien compris, oubliez ce que vous avez lu, enfilez vos chaussures de randonnée et partez vous balader. Profitez de ces moments de détente pour observer des maisons, des chemins, des routes, etc. Bref, tout sujet qui peut être intéressant de traiter en perspective. De retour de promenade, relisez une dernière fois cette page. Si malgré cette approche en douceur vous refuser de comprendre, sans doute en suis-je le responsable et je vous promets de refaire cette page autrement.

Quelques numéros du Randocroqueur à glisser dans votre sac à dos

Si vous souhaitez approfondir vos connaissances en perspective, je vous conseille la lecture de ces quatre numéros du Randocroqueur. Vous y découvrirez de nombreux exemples pas à pas et une multitude de conseils pour aborder la perspective à un ou deux points de fuite. 

 


Seconde - Géométrie dans l'espace 

Cours de seconde

5 - Géométrie dans l'espace
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Droites de l'espace

Prenons deux points de l'espace, par exemple le bout de votre pouce droit et le centre du soleil, la droite qui passe par ces deux points est une droite de l'espace. Dans l'espace il existe des droites parallèles, des droites perpendiculaires (si elles se coupent en formant un angle droit) et des droites ni parallèles ni perpendiculaires (si elles ne se coupent pas). 

Cependant il existe des droites qui seraient presque perpendiculaires: ci-dessous les droites jaunes par exemple: elles ne sont pas perpendiculaires car elles ne se touchent pas, mais il existe une droite parallèle à une droite jaune qui est perpendiculaire à l'autre droite jaune. On dit que les droites jaunes sont orthogonales. 
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Volume des solides

Avant de calculer le volume des solides de l'espace, il faut déjà bien connaître les formules des aires des figures planes.

Pour calculer le volume d'un cube, d'un parallélépipède rectangle, ou d'un prisme, on multiplie l'aire de la base par la hauteur.

[image: image13.png]V=5x5x5=25cm’




[image: image14.png]0

¥ =3x10x3=90 cm’




[image: image15.png]h
5

On prend le triangle comme base.

V:Exh:?xx{:SOcm]




Pour calculer le volume d'un cône ou d'une pyramide on multiplie l'aire de la base par la hauteur et on divise le résultat obtenu par 3.
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Site Descartes et les Mathématiques
Géométrie dans l'espace en seconde
GéoSpace au lycée : règle d'incidence, alignement, intersection, théorème des trois perpendiculaires - Solides de Platon.
Sommaire
Théorème du toit
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    Montrer un alignement
    Intersection d'une droite et d'un plan
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Tétraèdre
Tétraèdre orthocentrique
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Coin de cube
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Partition d'un cube en trois ou six pyramides
Sections planes de pyramide
Pyramide octogonale
Intersection de plans dans une pyramide

Octaèdre régulier

Solides de Platon
    Dodécaèdre
    Relation d'Euler ou théorème de Descartes-Euler

Avec GéoSpace
Sections de cube en 3e
Section plane
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Section plane
d'un tétraèdre
GéoSpace
Activité en 1S

Faire de la géométrie en seconde
Théorème du toit
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Si on a :

  • deux droites parallèles d1 et d2,
  • un plan P1 contenant d1,
  • un plan P2 contenant d2,

alors la droite d d'intersection des deux plans P1 et P2 est parallèle aux droites d1 et d2.
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Télécharger la figure GéoSpace thm_toit.g3w
Voir : intersection de plans
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Wikipédia : théorème du toit
Théorème des trois perpendiculaires
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Soit (d) est une droite contenue dans un plan (p) et M un point de l'espace.

Si H est le projeté orthogonal de M sur (p) et K est le projeté orthogonal de H sur (d), alors K est le projeté orthogonal de M sur (d).

Indication

La droite (MH) est orthogonale à (d) car elle est orthogonale au plan (p) qui contient la droite (d). (HK) est orthogonale à (d) par définition du point K. Le plan (MHK) est donc orthogonal à (d) car il contient deux droites sécantes orthogonales à (d). Par suite, (d) est orthogonale à toute droite de (MHK) et en particulier à (MK) ce qui prouve que K est le projeté orthogonal de M sur (d).
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Télécharger la figure GéoSpace 3_perpen.g3w
1. Règle d'incidence
Pour montrer l'alignement de trois points dans l'espace, on peut montrer que ces trois points sont communs à deux plans sécants, ils sont alors sur la droite d'intersection de ces deux plans.
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A, B et C sont trois points non alignés n'appartenant pas à un plan (p).
La droite (AB) coupe le plan (p) en C’,
la droite (AC) coupe le plan (p) en B’,
la droite (BC) coupe le plan (p) en A’.

Les points A’, B’ et C’ sont alignés.

En effet, ils appartiennent à la droite d'intersection des deux plans sécants (ABC) et (p).

Montrer un alignement
[image: image141.png]


Exercice

Dans l'espace, soit trois demi-droites distinctes (d1), (d2), (d3) d'origine O.
Sur chaque demi-droite on place deux points : A1 et B1 sur (d1) ; A2 et B2 sur (d2) ; A3 et B3 sur (d3).
Les droites (A1A2) et (B1B2) se coupent en I, (A2A3) et (B2B3) en J et (A1A3) et (B1B3) en K

Que peut-on dire des points I, J et K ?

Étudier les situations de parallélisme : (A1A2) // (B1B2) par exemple.

Indication

Considérer l'intersection des plans (A1A2A3) et (B1B2B3).
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Télécharger la figure GéoSpace align_2.g3w
Intersection d'une droite et d'un plan
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Dans le cube ABCDEFGH ci-contre, I et J sont deux points des faces (ABFE) et (BCGF).

Trouver le point d'intersection (éventuel) de la droite (IJ) avec le plan (EFG).

Indication

Trouver un plan (p) contenant la droite (IJ). Si ce plan n'est pas horizontal, il coupe le plan (EFG) selon une droite (d). Lorsqu'il existe le point M, intersection des droites (d) et (IJ), est le point où la droite (IJ) rencontre le plan de la face supérieure du cube.

Par exemple, trouver un plan vertical contenant (IJ) :

Soit I’ la projection orthogonale de I sur la droite (EF) et J’ la projection de J sur (FG). (II’) et (JJ’) sont deux droites parallèles, les points I, J, I’ et J’ sont coplanaires dans un plan (p). Les plans (p) et (IJ) se coupent selon la droite (I’J’).

Si les droites (IJ) et (I’J’) sont parallèles, la droite (IJ) est parallèle à la face (EFGH), sinon les droites se coupent en M qui est le point d'intersection de la droite (IJ) avec le plan (EFG).
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Télécharger la figure GéoSpace cube_droite.g3w
Point fixe
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A, B, P et P’ sont trois points d'un plan (p), les droites (AP) et (BP’) n'étant pas parallèles.

Selon la figure ci-contre, sur la demi-droite (d) passant par le point P, perpendiculaire au plan (p), on place un point M variable.

Le plan (ABM) coupe la demi-droite (d’), passant par P’ perpendiculaire au plan (p), au point M’.

Les droites (AM) et (BM’) se coupent en I, et (AM’) et (BM) en J.

Lorsque l'on déplace le point M, quel est le lieu géométrique de I ? de J ?
Montrer que la droite (IJ) passe par un point fixe.
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Télécharger la figure GéoSpace point_fixe.g3w
2. Droites parallèles
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Dans le cube ABCDEFGH ci-contre, I est le milieu de [EF] et J le milieu de [FG].

La droite (BI) coupe (AE) en M et la droite (BJ) coupe (CG) en N.

Montrer que les droites (IJ) et (MN) sont parallèles.

Les points I et J sont placés sur les segments [EF] et [FG] de telle façon que EI = JG.

Montrer que les droites (IJ) et (MN) sont encore parallèles.
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Télécharger la figure GéoSpace cube_dr_paralleles.g3w
Sommaire
Accueil Descartes et les Mathématiques
Droite parallèle à un plan
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Dans le cube ABCDEFGH ci-contre I, J et K sont les milieux respectifs de [AD], [BC] et [FG].

Montrer que le quadrilatère AIGK est un parallélogramme.

Montrer que la droite (AK) est parallèle au plan (HIJ) :

Démontrer que le vecteur [image: image25.jpg]


est combinaison linéaire de [image: image26.jpg]


et [image: image27.jpg]


, puis avec le parallélogramme, montrer que la droite (AK) est parallèle à (IG), qui est incluse dans le plan (HIJ).
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Télécharger la figure GéoSpace cube_parallelogramme.g3w
Voir : activités
Sommaire
Accueil Descartes et les Mathématiques
3. Traces d'un plan
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Trois plans sécants (p1), (p2) et (p3) se coupent en O.
La droite (d1) est l'intersection des plans (p2) et (p3),
(d2) est l'intersection des plans (p1) et (p3),
(d3) est l'intersection des plans (p1) et (p2).

Trois points distincts A, B et C sont respectivement dans les plans (p1), (p2) et (p3).

Trouver les traces du plan (ABC) sur chacun des trois plans.
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Si (BC) est parallèle au plan (p1), la trace dans (p1) est la parallèle à (BC) passant par A, sinon la droite (BC) coupe le plan (p1) en M et la trace sur (p1) est la droite (AM).

La droite (AM) coupe éventuellement (d3) en I et (d2) en J. Les traces sont alors les droites (IB) et (JC) ; en général la trace du plan (ABC) est le triangle IJK.

Dans les cas particuliers, utiliser des parallèles passant par des sommets du triangle ABC.
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Télécharger la figure GéoSpace trace_plan.g3w
Intersection de plans (pour une pyramide)

SABCD est une pyramide régulière de sommet S, de base le carré ABCD, de côté AB = 4 cm, telle que le triangle ASC soit équilatéral.

a. Soit O le centre du carré ABCD. Déterminer l'intersection des plans (SAC) et (SBD).
Étudier les triangles SAC et SBD en déduire que (SO) est la hauteur de la pyramide.

b. Calculer AC et OS.
Soit I le point de la hauteur OS équidistant de A et de S. Calculer SI.
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Indications : a = AB = 4 ; AC = AS = a [image: image33.jpg]


; OS = [image: image34.jpg]



et SI = [image: image35.jpg]


(le point I est le centre de gravité du triangle SAC).
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Télécharger la figure GéoSpace pyramide.g3w
c. Déterminer l'intersection des plans (SAB) et (SCD).
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Télécharger la figure GéoSpace pyramide_inter_plan.g3w
Sommaire
4. Intersection de deux plans
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Ouvrir la figure parall.g3w
ABCDEFGH est un parallélépipède rectangle de côtés de longueurs a, b et h.

Avec GéoSpace
• Placer I le milieu de [AB] et J le milieu de [CD],
• Construire K un point du segment [EF] tel que EK = [image: image39.jpg]


EF,
• Construire L un point du segment [GH] tel que HL = [image: image40.jpg]


GH,
• Construire la droite (d), intersection des plans (IJK) et (ADE).

Un travail peut s'engager sur :

• justifier l'appartenance du point L au plan (IJK),
• justifier la construction,
• conjectuer ou utiliser le théorème du toit pour démontrer que (IJ) // (AD) // (MN).

Variantes

I et K sont deux points libres sur les côtés [AB] et [EF].
J est le point d'intersection du côté [CD] et de la parallèle à (AD) passant par I.
L est le point d'intersection du côté [GH] et de la parallèle à (EH) passant par K.

Si I est le milieu de [AB], montrer que J est le milieu [CD].
Si l'abscisse de K sur la droite repérée (E, F) est 1/4, montrer que l'abscisse de L sur la droite repérée (H, G) est 1/4.

Voir : sections planes d'un parallélépipède rectangle. En modifiant les longueurs a, b et h des côtés avec a = b = h, tracer un cube et examiner la section du cube par un plan parallèle à une arête.
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 Commandes GéoSpace
  Taper 0, 1 ou 2 pour effacer/afficher les droites de la section,
  taper P pour effacer/afficher les plans de la section.
   

Faire de la géométrie
en seconde

Théorème des trois perpendiculaires
1. Règle d'incidence
    Montrer un alignement
    Intersection d'une droite et d'un plan
2. Droites parallèles
    Droite parallèle à un plan
3. Traces d'un plan
    Intersection de plans (dans une pyramide)
4. Intersection de deux plans
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GéoPlan 1S[image: image47.png]
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Parallélisme de plans et droites dans l'espace 
Positions relatives de deux droites, de deux plans, d'un plan et d'une droite ...
Deux droites sont coplanaires si elles sont situées dans un même plan cela se produit quand elles sont parallèles ou sécantes : 
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Autrement dit : pour que deux droites soient parallèles dans l'espace, il faut non seulement qu'elles soient sans point commun mais aussi qu'elles appartiennent au même plan.
Deux droites non coplanaires :
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Deux plans sont parallèles ( même chose pour un plan et une droite ) lorsqu'ils n'ont aucun point commun :
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Propriétés
1. Si P et P' sont deux plans parallèles, alors tout plan Q coupant P coupe aussi P' et les droites intersections sont parallèles :
[image: image57.png]iﬁvﬂ




2. Théorème du toit : soient P et P' deux plans contenant respectivement deux droites parallèles D et D'.
Si P et P' sont sécants alors [image: image58.png]


leur intersection est parallèle à D et D'
[image: image59.png]



3. Deux plans parallèles à un même plan sont parallèles entre eux.
[image: image60.png]Ll




4. Si deux droites sécantes d'un plan P sont respectivement parallèles à deux droites sécantes d'un plan P', alors les plans P et P' sont parallèles.
[image: image61.png]



5. Si une droite [image: image62.png]


est parallèle à une droite D, alors la droite [image: image63.png]


est parallèle à tout plan P contenant D.
[image: image64.png]



· Résolution analytique de l'intersection de 2 plans 

· Résolution analytique de l'intersection de 2 droites 

· Résolution analytique de l'intersection d'une droite et d'un plan. 

 

Repérage dans l'espace
Base de vecteurs dans l'espace
Une base de vecteur dans l'espace plan est un triplet ([image: image65.png]


;[image: image66.png]


; [image: image67.png]


) de vecteurs  [image: image68.png]


, [image: image69.png]


, [image: image70.png]


non coplanaires.
Dans le cas ou  les vecteurs [image: image71.png]


, [image: image72.png]


et [image: image73.png]


sont deux à deux orthogonaux on dit que cette base est orthogonale, si de plus si  [image: image74.png]


= [image: image75.png]


= [image: image76.png]


on dit que cette base est orthonormale. 
( la figure représente un cube dans les trois cas )  
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Orientation d'une base orthogonale de l'espace
Pour savoir si ([image: image80.png]


;[image: image81.png]


; [image: image82.png]


) est une base directe :  

· arrangez vous pour que les trois vecteurs aient la même origine 

· placez mentalement un observateur dans le plan ( [image: image83.png]


; [image: image84.png]


) de telle façon que le sens "pieds vers tête" de l'observateur soit celui de [image: image85.png]


et que son bras droit soit tendu dans le sens de [image: image86.png]



Si le regard de l'observateur est dirigé dans le même sens que [image: image87.png]


la base est direct sinon c'est qu'elle est indirect.
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Coordonnées d'un vecteur relativement à une base
  ([image: image89.png]
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; [image: image91.png]


)
Soit  ([image: image92.png]


 ; [image: image93.png]


; [image: image94.png]


) une base de vecteurs  de l'espace plan et  [image: image95.png]~y



un vecteur de l'espace. Il existe un triplet unique (x ; y ; z ) de réels tels que  [image: image96.png]~y
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Ce triplet (x ; y ; z ) est appelé coordonnées du vecteur  [image: image100.png]~y



relativement à la base ([image: image101.png]
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).

Notation : [image: image104.png]~y



(x ; y ; z ) 

Repère de l'espace
Un repère de l'espace est un quadruplet (O; [image: image105.png]
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) dans lequel O est un point fixé de l'espace et ([image: image108.png]
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) est une base de vecteurs de l'espace.
D'après la définition de coordonnées de vecteur dans la base ([image: image111.png]
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) à tout point M de l'espace de repère (O; [image: image114.png]
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), on peut associer un seul triplet de réels
 (x ; y ; z ) tel que [image: image117.png]AN



= x[image: image118.png]
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 , ce triplet de réels s'appelle coordonnées du point M dans le repère  (O; [image: image121.png]


;[image: image122.png]


; [image: image123.png]


).

Si le repère (O; [image: image124.png]
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) est un repère orthonormal direct, le triplet  (x ; y ; z ) est appelé coordonnées cartésiennes du point M.
Il existe d'autre type de repérages d'un point dans l'espace avec les coordonnées cylindriques et les coordonnées sphèriques. 

· Propriétés analytiques dans l'espace 

· Représentation paramétrique d'une droite dans l'espace 
· Représentation paramétrique d'un plan dans l'espace 

· Equations cartésiennes d'un plan 

· Distance d'un point à un plan 

· Equation cartésienne d'une sphère 

· Représentation paramétrique d'un cône 

· Exercice intéractif 

Section d'un cube
On veut construire la section du cube ABCDEFGH avec le plan (MNP) où M , N et P appartiennent respectivement aux segments [AB], [DC], [AE]. 
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Explication : pour construire cette section , on trace la parallèle à la droite (PM) passant par N , cette parallèle appartient au plan (DHGC) mais aussi au plan (PMN) donc c'est bien l'intersection des plans (PMN) et (DHGC) , le point d'intersection de cette parallèle avec la droite (HD) est un point Q qui appartient au plan (AEHD) , en joignant le point Q avec le point P on obtient l'intersection de la face (AEHD) du cube avec le plan (PMN) 
Remarque : les propriétés utilisées : 
- deux droites parallèles appartiennent à un même plan.
- si deux points distincts appartiennent tous deux à deux plans sécants alors la droite qui passe ces deux points est l'intersection de ces deux plans.

Orthogonalité dans l'espace
Définitions :  

· On dit que la droite D est orthogonale en I au plan P si D est perpendiculaire à deux droites de P passant par I.
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· On dit que deux droites D et [image: image129.png]


sont orthogonales, si les parallèles à chacune d'elle menée par un point quelconque sont perpendiculaire 
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Propriétés 

1. Deux plans orthogonaux à une même droite sont parallèles. 

2. Si deux plans sont parallèles, toute droite orthogonale à l'un est orthogonale à l'autre.
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3. Si deux droites sont parallèles, tout plan orthogonal à l' un est orthogonal à l'autre. 

4. Deux droites orthogonales à un même plan sont parallèles.
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5. Si une droite D est orthogonale à un plan P, alors D est orthogonale à toute droite [image: image134.png]


contenue dans P.
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6. Si deux droites sont parallèles, toute droite orthogonale à l'une est orthogonale à l'autre.
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7. Pour qu'une droite D soit orthogonale à un plan P, il suffit que D soit orthogonale à deux droites sécantes de P. 

 

 


	


