Chapitre 1

Les nombres complexes

Rappels :

· Soit z SYMBOL 206 \f "Symbol"\h EQ \o(I;C), on peut alors écrire z sous la forme z = a + ib ou z = a + jb où a et b sont des réels. En outre i et j sont tels que i² = j² = –1.

· IN SYMBOL 204 \f "Symbol"\h EQ \o(\d\ba2();\d\fo1()SYMBOL 90\fArial)
 SYMBOL 204 \f "Symbol"\h EQ \o(I;Q) SYMBOL 204 \f "Symbol"\h IR SYMBOL 204 \f "Symbol"\h EQ \o(I;C).

· EQ \o(I;C)* = EQ \o(I;C) \  eq \b\bc\{(\a\ac\hs4\co1(0)).

I
L’ensemble des nombres complexes 


A]
Vocabulaire
Définition :

Soit z = a + ib a et b sont des réels.


a = Re(z) est la partie réel du nombre complexe z.


b = Im(z) est la partie imaginaire du nombre complexe z.

Remarque :

Si a = 0, alors on dit que z = ib est un imaginaire pur.

Exemples :

( est un réel, – eq \r(2)i est un imaginaire pur et 1 + i est un nombre complexe quelconque.


B]
Opérations sur les nombres complexes

Propriété :

Soient z = a + ib et z’ = a’ + ib’ où a, b, a’ et b’ sont des réels.

On a alors :

· z + z’ = ( a + a’ ) + i( b + b’ )

la somme
· zz’ = ( aa’ – bb’) + i (ab’ + a’b)
le produit
Exemples :

Calculer ( 3 + i ) + ( 4 – 2i ) = 7 – i.
              ( 3 + i ) SYMBOL 180 \f "Symbol"\h ( 4 – 2i ) = 14 – 2i.
C]
Le conjugué d’un nombre complexe

1) Définition et premières propriétés

Définition :

Soit z = a + ib où a et b sont des réels.

Le nombre complexe conjugué de z est le nombre complexe, noté  eq \x\to(z), a – ib. Ainsi  eq \x\to(z) = a–ib.

Exemples :


Donner les conjugués de z1 = 3 + i , z2 = –3 + 2i, z 3 = 2i et z4 = –1.

Propriété : 

Soit z = a + ib un nombre complexe.

On a alors :

· z +  eq \x\to(z) = 2a = 2 Re(z).
· z –  eq \x\to(z) = 2i Im(z).

· z eq \x\to(z) = a² + b².

Démonstration :

z +  eq \x\to(z) = ( a + ib ) + ( a – ib ) =  a + a = 2a = 2Re(z).

z –  eq \x\to(z) = ( a + ib ) – ( a – ib ) = 2ib = 2i Im(z).

z eq \x\to(z) = ( a + ib ) (a – ib ) = a² – (ib)² = a² – (i)² b² = a² + b².
2) Conjugaison et opérations algébriques

a) Conjugué d’une somme

Propriété :

Soient z et z’ deux nombres complexes.

On a : eq \x\to(z + z’) =  eq \x\to(z) +  eq \x\to(z’).
Exemples :

Calculer  eq \x\to(z1 + z2),  eq \x\to(z1 + z3).

b) Conjugué d’un produit

Propriété :

Soient z et z’ deux nombres complexes.

On a : eq \x\to(zz’) =  eq \x\to(z)  eq \x\to(z’).
Démonstration :

z = a + ib et z’ = a’ + ib’.
 eq \x\to(z)  eq \x\to(z’)= ( a – ib ) ( a’ – ib’ ) = ( aa’ – bb’ ) – i (ab’ + a’b ).
 eq \x\to(zz’) =  eq \x\to(( aa’ – bb’ ) + i (ab’ + a’b )) = ( aa’ – bb’ ) – i (ab’ + a’b ).
Donc  eq \x\to(zz’) =  eq \x\to(z)  eq \x\to(z’).

Exemples :

Calculer  eq \x\to(z2z3) et  eq \x\to(z1z2).

c) Conjugué de l’inverse d’un nombre complexe non nul

Propriété :

Soit z SYMBOL 206 \f "Symbol"\h EQ \o(I;C)*.

On a :  eq \x\to()
)
 =  eq \s\do1(\f(1;))
.

Démonstration :

Soit z SYMBOL 206 \f "Symbol"\h EQ \o(I;C)*.

z SYMBOL 180 \f "Symbol"\h  eq \s\do1(\f(1;z)) = 1 ; donc  eq \x\to(  eq \s\do1(\f(1;z)))
)
 = 1 car  eq \x\to(1) = 1.
Avec le b), on a alors  eq \x\to(z) SYMBOL 180 \f "Symbol"\h  eq \x\to()
 = 1, Ainsi  eq \x\to()
 =  eq \s\do1(\f(1;))
.

Exemples :

Calculer les nombres suivants en donnant le résultat sous la forme a + ib où a et b sont des réels. 1) eq \s\do1(\f(1;))
 ; 2) eq \s\do1(\f(1;))
 et 3) eq \s\do1(\f(1;))
.

d) Conjugué d’un quotient

Propriété :

Soient z SYMBOL 206 \f "Symbol"\h EQ \o(I;C)* et z’ SYMBOL 206 \f "Symbol"\h EQ \o(I;C).

On a :  eq \x\to()
)
 =  eq \s\do1(\f(; eq \x\to(z)))
.

Démonstration :

 eq \x\to()
)
 =  eq \x\to(  eq \s\do1(\f(1;z)))
)
 =  eq \x\to(z’) SYMBOL 180 \f "Symbol"\h  eq \x\to()
)
 =  eq \x\to(z’) SYMBOL 180 \f "Symbol"\h  eq \s\do1(\f(1;))
 =  eq \s\do1(\f(; eq \x\to(z)))

Exemple :

Calculer 1) eq \s\do1(\f(; eq \x\to(z2)))
 sous la forme a + ib où a et b sont des réels.

Exercices 1 et 5p20.
Exercice 9p21.

Exercice 21p23.

II
Nombres complexes et l’interprétation géométrique

On se place dans un repère orthogonormal ( O ; 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());u)
 ; 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());v)
).


A]
Les définitions et opérations de base 

1) Définitions
Définition :

L’image du nombre complexe z = a + ib est le point M de coordonnées (a ;b).

L’affixe du point M(a ;b) est le nombre complexe z = a + ib.

Remarques :

(O, 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());u)
) est la droite des réels.

(O, 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());v)
) est la droite des imaginaires purs.

Exemples :

Compléter le tableau suivant :

	Complexe
	Coordonnées du point image

	1 – i
	A

	
	B(3 ;2)

	
	C(0 ;1)

	1
	D


Définition :

Le vecteur image du nombre complexe z = a + ib est le vecteur 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());w)
 = a 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());u)
 + b 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());v)
. C’est à dire de coordonnées (a ;b).

L’affixe du vecteur 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());w)
(a ;b) est le nombre complexe z = a + ib.

Exercice 4p20.
2) Opérations algébriques et interprétation géométrique

a) La somme

Définition :

Si z1 = a1 + ib1 et z2 = a2 + ib2 sont les affixes de M1 et M2 et si on note 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());OM1)
 = 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());w1)
 et 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());OM2)
 = 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());w2)
, alors z1 + z2 est l’affixe de

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2()); w1)
 + 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());w2)
.

Faire une figure.




b)
Le produit avec un réel

Propriété :

Si z1 = a1 + ib1 est l’affixe de M1 et si on note 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());OM1)
 = 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());w1)
 et si ( SYMBOL 206 \f "Symbol"\h IR, alors ( z1 est l’affixe de (

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());w1)
.

Faire une figure.

Corollaire :

Soient z1 et z2 les affixes de 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());w1)
 et 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());w2)
 et (1 et (2 deux réels.

(1z1 + (2z2 est l’affixe de (1 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());w1)
 + (2

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());w2)
.

Cas particulier :

Soient z1 et z2 les affixes de 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());w1)
 et 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());w2)
.

z2 – z1 est l’affixe de 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());w2)
 – 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());w)
1 = 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());M1M2)
.


B]
Le module d’un nombre complexe

1) Définition et 1ère propriétés
Définition :

Soit z = a + ib où a et b sont des réels.

Le module de z, noté  eq \x\le\ri(z), est le nombre réel  eq \x\le\ri(z) =  eq \r(a² + b²) ; souvent on le note  eq \x\le\ri(z) = r = (.

Exemples :

Calculer les modules de z1, z2, z3 et z4.

Propriétés :

Soit z SYMBOL 206 \f "Symbol"\h EQ \o(I;C) tel que z = a + ib.

·  eq \x\le\ri(z) SYMBOL 179 \f "Symbol"\h 0.

·  eq \x\le\ri(z) = 0 SSI z = 0.

· z  eq \x\to(z) = a² + b² =  eq \x\le\ri(z)2 .

·  eq \x\le\ri()
 =  eq \x\le\ri(z)².

2) Interprétation géométrique

Définition :

Soit z SYMBOL 206 \f "Symbol"\h EQ \o(I;C) d’image M. 

On a alors  eq \x\le\ri(z) = OM = 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h 

SYMBOL  124 \f Times New Roman\s14\h


 eq \o(\s\up8(\d\fo2()EQ );OM)

EQ 
Faire une figure.

Définition :

Soient z1 et z2 deux nombres complexes d’images M1 et M2.

SYMBOL 189 \f "Symbol"\h z1 – z2 SYMBOL 189 \f "Symbol"\h = SYMBOL 189 \f "Symbol"\h z2 – z1 SYMBOL 189 \f "Symbol"\h = M1M2 = 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h 

SYMBOL  124 \f Times New Roman\s14\h

 EQ );M1M2)
 
Propriété : inégalité triangulaire
Soient z1 et z2 deux nombres complexes.

SYMBOL 189 \f "Symbol"\h z1 + z2 SYMBOL 189 \f "Symbol"\h SYMBOL 163 \f "Symbol"\h  eq \x\le\ri(z1) +  eq \x\le\ri(z2)
Faire une figure AC SYMBOL 163 \f "Symbol"\h AB + BC

Exercice 8p21.

C]
Argument d’un nombre complexe non nul

1) Définition
Préambule :

Soit z = a + ib SYMBOL 206 \f "Symbol"\h EQ \o(I;C)*.


z =  eq \r(a² + b²)  eq \b())
 +  eq \s\do1(\f(b;))
)

Définition :

Un argument d’un nombre complexe non nul z = a + ib est un nombre réel ( tel que :

 eq \b\lc\{( \s(cos ( = ))
; sin ( =  eq \s\do1(\f(b;))
))

Faire une figure représentant (.

Remarque :

( est toujours donné en radian et non en degré !!!

Exemples :

Donner le module et un argument de z5 = 1 + i et z6 =  eq \s\do1(\f(;2))
 +  eq \s\do1(\f(i;2)).

2) Forme trigonométrique et forme algébrique

a)
Définition

Définition :

Soit z SYMBOL 206 \f "Symbol"\h EQ \o(I;C)*.

z = a + ib est la forme algébrique.

z =  eq \x\le\ri(z)  eq \b(cos ( + i sin () est la forme trigonométrique où  eq \x\le\ri(z) est le module de z et ( un argument de z.

b)
Lien entre les deux formes 

Propriété :

Forme algébrique vers forme trigonométrique :

Soit z = a + ib SYMBOL 206 \f "Symbol"\h EQ \o(I;C)*.

 eq \x\le\ri(z) = r =  eq \r(a² + b²) et ( tel que  eq \b\lc\{( \s(cos ( = ))
 =  eq \s\do1(\f(a;r)); sin ( =  eq \s\do1(\f(b;))
 =  eq \s\do1(\f(b;r))))
.
Forme trigonométrique vers forme algébrique :

Soit r le module de z SYMBOL 206 \f "Symbol"\h EQ \o(I;C)* et ( un argument de z.

 eq \b\lc\{( \s( a = r cos ( ; b = r sin ()).
Exemples:

Donner la forme algébrique des complexes suivants :

z1 = 4 (;6)) eq \b(cos  + i sin  eq \s\do1(\f((;6)))
 et z2 = 2 (;3)) eq \b(cos )
 + i sin (; 3)) eq \b()
)

Donner la forme trigonométrique des nombre complexes suivants :

z3 = i, z4 = 2 et z5 =  eq \s\do1(\f(;2))
 + i eq \s\do1(\f(;2))

Exercices 2, 3 et 6p20.

III
Nombre complexe et notation exponentielle

A]
Produit de nombres complexes

Rappels :

Soient a et b deux réels.

cos ( a + b ) = cos a cos b – sin a sin b.

sin ( a + b ) = cos a sin b + cos b sin a.

Théorème :

Soient z et z’ deux complexes non nuls.

 eq \x\le\ri(zz’) =  eq \x\le\ri(z)  eq \x\le\ri(z’) et arg(zz’) = arg(z) + arg(z’) + 2k ( où k SYMBOL 206 \f "Symbol"\h EQ \o(\d\ba2();\d\fo1()SYMBOL 90\fArial)
.

Remarques :

Le module du produit est le produit des modules.

Un argument du produit est la somme des arguments.

Démonstration :

z = r  eq \b(cos ( + i sin ().
z’ = r  eq \b(cos (’ + i sin (’).
Il est clair que  eq \x\le\ri(zz’) =  eq \x\le\ri(z)  eq \x\le\ri(z’).

zz’ = rr’ ( cos (’ – sin ( sin (’) eq \b\bc\[( + i  eq \b(cos ( sin (’ + cos (’ sin ())
.
zz’ = rr’  eq \b\bc\[(cos ( ( + (’) + i sin ( ( + (’)).
Propriété :
Soient z SYMBOL 206 \f "Symbol"\h EQ \o(I;C) et n SYMBOL 206 \f "Symbol"\h IN.

zn = SYMBOL 189 \f "Symbol"\hzSYMBOL 189 \f "Symbol"\hn  eq \b( cos n( + i sin n( ).

B]
Notation exponentielle
Propriété :

· Pour tout ( SYMBOL 206 \f "Symbol"\h IR, on pose cos ( + i sin ( = ei(.

· Soit z SYMBOL 206 \f "Symbol"\h EQ \o(I;C)* de module r et d’argument (, z = r ei( = r eq \b(cos ( + i sin ().

Propriété :

Soient z et z’ deux nombres complexes non nuls tels que :
z = r ei( et z’ = r’ ei(’.

Ainsi en utilisant les règles sur les puissances on obtient zz’ = rr’ ei (( + (') ce qui corrobore ce qui précède !!!!!


C]
Conséquences
1) Module et argument de l’inverse d’un nombre complexe non nul

Propriété :

Soit z SYMBOL 206 \f "Symbol"\h EQ \o(I;C)* tel que z = r ei(.

 eq \x\le\ri()
 =  eq \s\do1(\f(1;))
 et arg(  eq \s\do1(\f(1;z)) ) = – arg(z) + 2k (, où k SYMBOL 206 \f "Symbol"\h EQ \o(\d\ba2();\d\fo1()SYMBOL 90\fArial)
.

Remarques :

Le module de l’inverse est l’inverse du module.

Un argument de l’inverse est l’opposé de l’argument.

Démonstration :

Soit z = r ei(.
On a : eq \s\do1(\f(1;z)) =  eq \s\do1(\f(1;r ei()) =  eq \s\do1(\f(1;r)) e–i( .
Ainsi  eq \x\le\ri()
 =  eq \x\le\ri( e–i()
 =  eq \x\le\ri()
 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h  eq \x\le\ri(e–i() =  eq \x\le\ri()
.

Et arg (  eq \s\do1(\f(1;z))) = – ( + 2k avec k SYMBOL 206 \f "Symbol"\h EQ \o(\d\ba2();\d\fo1()SYMBOL 90\fArial)
.
2) Module et argument d’un quotient de deux complexes non nuls

Propriété :

Soient z et z’ deux nombres complexes non nuls tels que : z = r ei( et z’ = r’ ei(’.

 eq \x\le\ri()
 =  eq \s\do1(\f(; eq \x\le\ri(z’)))
 et arg(  eq \s\do1(\f(z;z’)) ) = arg(z) – arg(z’) + 2k ( où k SYMBOL 206 \f "Symbol"\h EQ \o(\d\ba2();\d\fo1()SYMBOL 90\fArial)
.

Remarques :

Le module du quotient est le quotient des modules.

Un argument du quotient est la différence des arguments.

Propriété :

Soient z1, z2 et z3 trois complexes distincts et M1, M2 et M3 leurs images.

arg(  eq \s\do1(\f(z3 – z1 ; z2 – z1 ))) est une mesure de l’angle orienté (

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());M1M2)
 ;

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());M1M3)
).

Exercice 7p21.

D]
Formule de Moivre

Propriété :

Soit z SYMBOL 206 \f "Symbol"\h EQ \o(I;C)* et n SYMBOL 206 \f "Symbol"\h EQ \o(\d\ba2();\d\fo1()SYMBOL 90\fArial)
.

 eq \x\le\ri(zn) =  eq \x\le\ri(z)n et arg(zn) = n arg(z) + 2k ( où k SYMBOL 206 \f "Symbol"\h EQ \o(\d\ba2();\d\fo1()SYMBOL 90\fArial)
.

Formule de Moivre.
Soit ( SYMBOL 206 \f "Symbol"\h IR,  eq \b(cos ( + i sin ()n = cos n ( + i sin n ( 

Exemples :

Donner une autre expression de cos 2(, sin 2(, cos 3( et sin 3(.


E]
Formule d’Euler

Propriété : Formule d’Euler
Soit ( SYMBOL 206 \f "Symbol"\h IR.

cos ( =  eq \s\do1(\f(ei( + e–i(;2)) et sin ( =  eq \s\do1(\f(ei( – e–i(;2i)).
Exemples :

Linéariser sin 3x et cos 3x.

Exercices 10 et 11p21.
Exercice 20p23.

IV
Transformations géométriques et nombres complexes

A]
Transformation associée à f : z 

 SYMBOL 190\f"Symbol"\h\s5

 SYMBOL 190\f"Symbol"\h\s5

 SYMBOL 174\f"Symbol"\h\s5EQ \s\up1()
 z + z0 où z0 SYMBOL 206 \f "Symbol"\h EQ \o(I;C)
Définition :

Soit 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());w)
 le vecteur d’affixe z0. Soit M l’image de z et M’ l’image de f(z).

La transformation géométrique associée à f est la translation de vecteur 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());w)
.

Exemples :

Décrire les transformations suivantes :

f1 : z 

 SYMBOL 190\f"Symbol"\h\s5

 SYMBOL 190\f"Symbol"\h\s5

 SYMBOL 174\f"Symbol"\h\s5EQ \s\up1()
 z + 3i + 1

f2 : z 

 SYMBOL 190\f"Symbol"\h\s5

 SYMBOL 190\f"Symbol"\h\s5

 SYMBOL 174\f"Symbol"\h\s5EQ \s\up1()
 z + i

Exercice 14p21.

B]
Transformation associée à f : z 

 SYMBOL 190\f"Symbol"\h\s5

 SYMBOL 190\f"Symbol"\h\s5

 SYMBOL 174\f"Symbol"\h\s5EQ \s\up1()
  eq \x\to(z)
Définition :

Soit M l’image de z et M’ l’image de f(z).

La transformation géométrique associée à f est la symétrie orthogonale d’axe, l’axe des abscisses.

Faire une figure.

C]
Transformation associée à f : z 

 SYMBOL 190\f"Symbol"\h\s5

 SYMBOL 190\f"Symbol"\h\s5

 SYMBOL 174\f"Symbol"\h\s5EQ \s\up1()
 k z où k SYMBOL 206 \f "Symbol"\h IR*
Définition :
Soit M l’image de z et M’ l’image de f(z).

La transformation géométrique associée à f est l’homothétie de centre O et de rapport k.

Faire une figure.

Exemple :

Décrire la transformation suivante :

f3 : z 

 SYMBOL 190\f"Symbol"\h\s5

 SYMBOL 190\f"Symbol"\h\s5

 SYMBOL 174\f"Symbol"\h\s5EQ \s\up1()
 2 z.


D]
Transformation associée à f : z 

 SYMBOL 190\f"Symbol"\h\s5

 SYMBOL 190\f"Symbol"\h\s5

 SYMBOL 174\f"Symbol"\h\s5EQ \s\up1()
 ei(z où ( SYMBOL 206 \f "Symbol"\h IR

Définition :

Soit M l’image de z et M’ l’image de f(z).

La transformation géométrique associée à f est la rotation de centre O et d’angle (.

Faire une figure.

Exemples :

Décrire les transformations géométriques produites par :

f4 : z 

 SYMBOL 190\f"Symbol"\h\s5

 SYMBOL 190\f"Symbol"\h\s5

 SYMBOL 174\f"Symbol"\h\s5EQ \s\up1()
 e –i eq \s\do1(\f((;2)) z.

f5 : z 

 SYMBOL 190\f"Symbol"\h\s5

 SYMBOL 190\f"Symbol"\h\s5

 SYMBOL 174\f"Symbol"\h\s5EQ \s\up1()
 ei( z.

Exercice 15p22.

E]
Transformation associée à f : z 

 SYMBOL 190\f"Symbol"\h\s5

 SYMBOL 190\f"Symbol"\h\s5

 SYMBOL 174\f"Symbol"\h\s5EQ \s\up1()
 az où a = ( ei( SYMBOL 185 \f "Symbol"\h 0

Définition :
Soit M l’image de z et M’ l’image de f(z).

La transformation géométrique associée à f est la similitude de centre O, de rapport ( et d’angle (.

Faire une figure.

Exemple :

f6 : z 

 SYMBOL 190\f"Symbol"\h\s5

 SYMBOL 190\f"Symbol"\h\s5

 SYMBOL 174\f"Symbol"\h\s5EQ \s\up1()
 2 e –i  eq \s\do1(\f((;2)) z. ( c’est la similitude de centre O, de rapport 2 et d’angle – eq \s\do1(\f((;2))).
Exercice 17p22.

F]
Transformation associée à f : z 

 SYMBOL 190\f"Symbol"\h\s5

 SYMBOL 190\f"Symbol"\h\s5

 SYMBOL 174\f"Symbol"\h\s5EQ \s\up1()
  eq \s\do1(\f(1;z))


1)
L’image d’une droite non perpendiculaire à l’axe des abscisses

Propriété :

· L’image d’une droite non perpendiculaire à l’axe des abscisses passant par O est une droite passant par O, mais privé de O.

· L’image d’une droite non perpendiculaire à l’axe des abscisses ne passant pas par O est un cercle.

Démonstration :
z’ =  eq \s\do1(\f(1;z)) SSI x’ + i y’ =  eq \s\do1(\f(1; x + iy)) =  eq \s\do1(\f(x – iy ; x2 + y2))   SSI x ; x2 + y2 )) eq \b\lc\{( \s(x’ = ; y’ =  eq \s\do1(\f(– y ; x2 + y2)) ))
.
On remarque que la transformation est involutive, c'est-à-dire que f EQ \s\do3()
 f(z) = z, ainsi on obtient :

 

x' ; x' 2 + y' 2 )) eq \b\lc\{( \s(x = ; y =  eq \s\do1(\f(– y ' ; x' 2 + y' 2)) ))
 avec x’ et y’ non nuls simultanément.
On cherche la transformation pour une droite D non perpendiculaire à l’axe des abscisses, donc elle s’écrit sous la forme ax + by + c = 0, où a et b ne sont pas simultanément nuls.
Ainsi on a :a  eq \s\do1(\f(x’ ; x‘ 2 + y‘ 2)) + b  eq \s\do1(\f( –y ’ ; x‘ 2 + y‘ 2)) + c = 0.

D’où ax’ – by’ + c  eq \b(x’ 2 + y’ 2) = 0.
On distingue alors deux cas.
Si la droite passe par O, alors c = 0 et donc ax’ – by’ = 0 qui est l’équation d’une droite passant par O.

Si la droite ne passe pas par O, alors c SYMBOL 185 \f "Symbol"\h O et donc 
ax’ – by’ + c  eq \b(x’ 2 + y’ 2) = ax’ – by’ + cx’ 2 + c y’ 2 = 0.
d’où x’ 2 + y’ 2 +  eq \s\do1(\f(a;c)) x’ –  eq \s\do1(\f(b;c)) y’ = 0.

Cette équation est celle d’un cercle.

Exemples :
Donner les transformés par f des droites D1 d’équation y = 2x et D2 d’équation y = x + 3.
On pose z’ =  eq \s\do1(\f(1 ; z)).
Donc x’ + iy’ =  eq \s\do1(\f(1 ; x + iy)) =  eq \s\do1(\f(x – i y ; x2 + y2)).. 

Ainsi on a x ; x2 + y2 )) eq \b\lc\{( \s(x’ = ; y’ =  eq \s\do1(\f(– y ; x2 + y2)) ))
. Or comme l’application est involutive, on en déduit que x' ; x' 2 + y' 2 )) eq \b\lc\{( \s(x = ; y =  eq \s\do1(\f(– y ' ; x' 2 + y' 2)) ))
 avec x’ et y’ non simultanément nuls.

Traitons le cas de D1.
On a que y = 2x.

Ainsi – eq \s\do1(\f(y’ ; x’ 2 + y’ 2)) = 2  eq \s\do1(\f(x’ ; x’ 2 + y’ 2)).

Or x’ et y’ ne sont pas nuls simultanément donc on simplifie par x’ 2 + y’ 2.

On obtient alors –y’ = 2x’. Donc D’1 est d’équation y’ = –2x’. Cependant comme x’ et y’ ne sont pas simultanément nuls, l’ensemble cherché est la droite D’1\ eq \b\bc\{(\a\ac\hs4\co1(O)).
Traitons le cas de D2.

On a que y = x + 3. Ainsi – eq \s\do1(\f(y’ ; x’ 2 + y’ 2)) =  eq \s\do1(\f(x’ ; x’ 2 + y’ 2)) + 3.

Or x’ et y’ ne sont pas nuls simultanément donc on réduit au même dénominateur et on simplifie par x’ 2 + y’ 2.

On obtient alors –y’ = x’ + 3  eq \b(x’ 2 + y’ 2). 

D’où 3x’ 2 + 3 y’ 2 + x’ + y’ = 0.

Ainsi x’ 2 +  eq \s\do1(\f(1;3)) x’ + y’ 2 +  eq \s\do1(\f(1;3)) y’ = 0.

Donc  eq \b(x’ + )
2 –  eq \s\do1(\f(1;36)) +  eq \b(y’ + )
2 –  eq \s\do1(\f(1;36)) = 0.

Ainsi  eq \b(x’ + )
2 +  eq \b(y’ + )
2 =  eq \s\do1(\f(2;36)) =  eq \s\do1(\f(1;18)).

C’est l’équation du cercle C de centre ( (– eq \s\do1(\f(1;6)) ; – eq \s\do1(\f(1;6)) ) et de rayon  eq \r()
.

Cependant, comme x’ et y’ ne peuvent pas être simultanément nuls, l’ensemble cherché est le cercle C privé de 0.

2)
L’image d’une droite perpendiculaire à l’axe des abscisses

Propriété :

Soit une droite D d’équation x = k. Avec ce qui précède on a alors  eq \s\do1(\f(x’ ; x’ 2 + y’ 2)) = k.
· Si k = 0, alors x’ = 0 et donc D’ est la droite D qui est aussi l’axe des ordonnées.

· Si k SYMBOL 185 \f "Symbol"\h 0, alors le transformé de la droite est un cercle, centré sur l’axe des abscisses, passant par O, privé de O.

Exercice 31p26.
Exercice 32p27.

V
Lignes de niveau

A]
Définition

Définition :

Dans un repère orthonormal ( O ; 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());u)
 ;

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());v)
), la ligne de niveau Nk d’une fonction f de EQ \o(I;C) dans IR, est l’ensemble des points M d’affixe z tels que f(z) = k.


B]
Quelques exemples



1)
Ligne de niveau f : z 

 SYMBOL 190\f"Symbol"\h\s5

 SYMBOL 190\f"Symbol"\h\s5

 SYMBOL 174\f"Symbol"\h\s5EQ \s\up1()
 Re(z)
Propriété :
Soit k SYMBOL 206 \f "Symbol"\h IR.

La ligne de niveau f(z) = k est la droite d’équation x = k.

Faire une figure.

Démonstration :

Soit k SYMBOL 206 \f "Symbol"\h IR.

Soit z SYMBOL 206 \f "Symbol"\h EQ \o(I;C). On note z = x + iy.

D’où f(z) = k = x.
Donc x = k et y est quelconque.

Ainsi on obtient bien la droite d’équation x = k.

2)
Ligne de niveau f : z 

 SYMBOL 190\f"Symbol"\h\s5

 SYMBOL 190\f"Symbol"\h\s5

 SYMBOL 174\f"Symbol"\h\s5EQ \s\up1()
 Im(z)
Propriété :

Soit k SYMBOL 206 \f "Symbol"\h IR.

La ligne de niveau f(z) = k est la droite d’équation y = k.

Faire une figure.

Démonstration :

Soit k SYMBOL 206 \f "Symbol"\h IR.

Soit z SYMBOL 206 \f "Symbol"\h EQ \o(I;C). On note z = x + iy.

D’où f(z) = k = y .

Donc y = k et x est quelconque.

Ainsi on obtient bien la droite d’équation y = k.



3)
Ligne de niveau f : z 

 SYMBOL 190\f"Symbol"\h\s5

 SYMBOL 190\f"Symbol"\h\s5

 SYMBOL 174\f"Symbol"\h\s5EQ \s\up1()
 SYMBOL 189 \f "Symbol"\hzSYMBOL 189 \f "Symbol"\h
Propriété :
Soit k SYMBOL 206 \f "Symbol"\h IR.

· Si k > 0, alors la ligne de niveau f(z) = k est le cercle de centre O et de rayon k.

· Si k = 0, alors la ligne de niveau f(z) = k est le point O.

· Si k < 0, alors c’est l’ensemble vide.

Démonstration :

Comme un module est toujours positif on en déduit que pour k < 0 le résultat est immédiat.

Si k = 0 = SYMBOL 189 \f "Symbol"\hzSYMBOL 189 \f "Symbol"\h SSI z = O SSI l’ensemble est le point O.

Si k > 0.


SYMBOL 189 \f "Symbol"\hzSYMBOL 189 \f "Symbol"\h =  eq \r(x2 + y2) = k SSI k2 = x2 + y2 SSI il s’agit du cercle de centre O et de rayon k.



4)
Ligne de niveau f : z 

 SYMBOL 190\f"Symbol"\h\s5

 SYMBOL 190\f"Symbol"\h\s5

 SYMBOL 174\f"Symbol"\h\s5EQ \s\up1()
 SYMBOL 189 \f "Symbol"\h z – a SYMBOL 189 \f "Symbol"\h
Propriété :

Soient k SYMBOL 206 \f "Symbol"\h IR et A le point d’affixe a.

· Si k > 0, alors la ligne de niveau f(z) = k est le cercle de centre A et de rayon k.

· Si k = 0, alors la ligne de niveau f(z) = k est le point A.

· Si k < 0, alors c’est l’ensemble vide.

Faire une figure.

Démonstration :

On fait subir une translation au préalable puis on applique le 3).



5)
Ligne de niveau f : z 

 SYMBOL 190\f"Symbol"\h\s5

 SYMBOL 190\f"Symbol"\h\s5

 SYMBOL 174\f"Symbol"\h\s5EQ \s\up1()
 arg(z)

Propriété :
Soit k SYMBOL 206 \f "Symbol"\h IR.

La ligne de niveau est la demi droite d’origine O, O exclus, et d’angle polaire k.

Faire une figure.

Démonstration :

On a f(z) = arg(z) = k SSI ( 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());u)
 ; 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());OM)
) = k.

Donc la ligne de niveau est la demi droite d’origine O, O exclus, et d’angle polaire k.



6)
Ligne de niveau f : z 

 SYMBOL 190\f"Symbol"\h\s5

 SYMBOL 190\f"Symbol"\h\s5

 SYMBOL 174\f"Symbol"\h\s5EQ \s\up1()
 arg( z – a)

Propriété :

Soit k SYMBOL 206 \f "Symbol"\h IR et A le point d’affixe a.

La ligne de niveau est donc la demi droite d’origine A, A exclus, et d’angle polaire k.
Faire une figure.

Démonstration :

On a f(z) = arg ( z – a ) = k SSI ( 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());u)
 ; 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());AM)
 ) = k SSI M est sur la demi droite d’origine A, A exclus, d’angle polaire k.

VI
Résolution dans EQ \o(I;C) des équations du second degré à coefficients dans EQ \o(I;C)

A]
Equation du type z2 = a

Propriété :

Soit a = ( ei ( un nombre complexe.

L’équation z2 = a a pour solution :

· Si a = 0, alors S =  eq \b\bc\{(\a\ac\hs4\co1(0)).

· Si a SYMBOL 185 \f "Symbol"\h 0, alors S = () eq \b\bc\{(\a\ac\hs4\co1( ei  eq \s\do1(\f((;2)) , – eq \r(() ei  eq \s\do1(\f((;2))))
.

Démonstration :

On pose z = r eix pour z SYMBOL 185 \f "Symbol"\h 0.


*
Si a = 0 , alors c’est clair.


*
Si a SYMBOL 185 \f "Symbol"\h 0, alors r2 e 2ix = z2 = a = ( ei ( SSI  eq \b\lc\{( \s(r2 = ( ; 2x = ( + 2k ( où k  EQ \o(\d\ba2();\d\fo1()SYMBOL 90\fArial)
))
 SSI () eq \b\lc\{( \s(r =  ; x =  eq \s\do1(\f((;2)) + k ( où k SYMBOL 206 \f "Symbol"\h EQ \o(\d\ba2();\d\fo1()SYMBOL 90\fArial)
))
 SSI z1 =  eq \r(() ei  eq \s\do1(\f((;2)) ou z2 = – eq \r(() ei  eq \s\do1(\f((;2)).
Exemple : 
Résoudre dans EQ \o(I;C) l’équation suivante :


z2 = 3 + 4i 


B]
Equation az2 + bz + c =0 où a,b et c sont trois complexes et a SYMBOL 185 \f "Symbol"\h 0

Théorème :
L’équation az2 + bz + c = 0 admet deux solutions dans EQ \o(I;C).

Méthode :

On calcule ( le discriminant. ( = b2 – 4ac.

On résout (2 = (. On trouve donc deux valeurs de (.

L’équation a donc deux solutions z1 =  eq \s\do1(\f(–b – ( ; 2a)) et z2 =  eq \s\do1(\f(–b + ( ; 2a)).

Exemples :

Résoudre les équations suivantes :

1) x2 – x + 1 = 0.

2) z2 + 2  eq \b(1 + i) z – 5  eq \b(1 + 2i) = 0

Pour le 1)
On calcule le discriminant ( =  eq \b(–1)2 – 4 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h 1 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h 1 = –3 =  eq \b(i)
2.
Ainsi x1 =  eq \s\do1(\f(1 – i ; 2))
 et x2 =  eq \s\do1(\f(1 + i ; 2))
.

Donc S =  eq \b\bc\{(\a\ac\hs4\co1(i ; 2))
 ,  eq \s\do1(\f(1 + i ; 2))
))
.

Pour le 2)

On calcule le discriminant ( = 4  eq \b(1 + i)2 – 4 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h 1 SYMBOL 180 \f "Symbol"\h  eq \b(–5) SYMBOL 180 \f "Symbol"\h  eq \b(1 + 2i) = 20 + 48i.

On résout (2 =  eq \b(x + iy)2 = 20 + 48i SSI  eq \b\lc\{( \s(x2 – y2 = 20 ; 2xy = 48)) 

On obtient alors SYMBOL 189 \f "Symbol"\hxSYMBOL 189 \f "Symbol"\h = 6 et SYMBOL 189 \f "Symbol"\hySYMBOL 189 \f "Symbol"\h = 4.

Or xy est positif donc x et y sont de même signe. Ainsi ( = 6 + 4i ou ( = –6 – 4i.

z1 =  eq \s\do1(\f(–2  + 6 + 4i ; 2))
 = 2 + i et z2 =  eq \s\do1(\f(–2  – 6 – 4i ; 2))
 = –4 – 3i.
Ainsi S =  eq \b\bc\{(\a\ac\hs4\co1(2 + i , –4 – 3i)).

Exercice 12p21.
Exercice 24p23.

Exercice 26p24.
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