Chapitre 5

Terminale S


[image: image1.bmp]LA FONCTION LOGARITHME NEPERIEN

Pour comprendre son introduction dans le langage mathématiques, il faut nous projeter en 1614 date à laquelle un mathématicien écossais John Napier (1550-1617) plus connu sous le nom francisé de Neper publie " mirifi logarihmorum canonis descriptio" .

Dans cet ouvrage, Neper présente un outil permettant de simplifier les calculs  trigonométriques très utile pour les astronomes : "le logarithme" , il publia une table des logarithmes des sinus d'angles. 
Une illustration de son utilisation peut être la mesure de la brillance des astres par leur magnitude qui n'est autre qu'une échelle logarithmique.
Toutefois les logarithmes prendront véritablement leur essor bien plus tard,  avec le Mathématicien nicolaus Mercator (1620-1687) qui publia des tables de logarithmes et établit un développement en série du logarithme népérien : la série de Mercator.
I
Introduction
Dans le chapitre précèdent nous avons vu la fonction exponentielle. Elle est définie sur IR continue, strictement croissante,  eq \o(lim;\s\do8(x ( +()) ex = + (  et   eq \o(lim;\s\do8(x ( -())ex = 0, donc pour tout réel b ( ]0;+( [ , il existe un unique a tel que b = e a    ( la fonction exponentielle réalise une bijection de IR dans IR *+ ).
Nous allons maintenant définir une nouvelle fonction notée : ln  telle  que a = ln (b)
1)
Avec la calculatrice

a)
Déterminer ln(1), ln(e), ln(e²), ln(  eq \s\do1(\f(1;e)) ) 

b)
Donner une valeur arrondie à 10-3 de ln(3)

c)
Démontrer que ln (  eq \s\do1(\f(1;3)) ) = - ln(3) et en déduire une valeur arrondie à 10-3 de ln(  eq \s\do1(\f(1;3)) )
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2)
Représentation  graphique 

Dans une repère orthonormé (O;  eq \o(\s\up8(\d\fo2());i)
;  eq \o(\s\up8(\d\fo2());j)
 ) on note C et C' 

les courbes représentatives respectives des fonction exp et ln
Soit Sd la symétrie axiale d'axe (d): y = x
a) Tracer les courbes C et C' dans le repère (O;  eq \o(\s\up8(\d\fo2());i)
;  eq \o(\s\up8(\d\fo2());j)
 )

b) Soit M'= Sd (M), exprimer x' et y' en fonction de x et y
c) Démontrer que le point N(a;b) appartient a C si et seulement si N'(b; a) appartient à C'. Que peut-on en déduire?

II
Logarithme népérien
1)
Définition:
La fonction logarithme népérien est la fonction définie sur ]0; + ( [ qui a tout réel 

 


x >0, associe le réel y noté ln(x) dont l'exponentielle est x
Conséquences:


· Pour tout réel x>0,

eln(x) = x


· Pour tout réel x

ln(ex) = x

· ln(1) = 0
car ln(1) = 
· ln(e) = 1
car ln(e) =
Théorème:
Pour tout réel x > 0 et tout réel y,
x = e y
(
y = ln(x)
Démon.:
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Exercices:1, 2, 3, 4 p129
2)
Sens de variation

Théorème:

La fonction ln est strictement croissante sur IR*,+
Démon.:
Conséquences:
Dans IR*+ 

ln a = ln b
(
a = b


et 

ln a < ln b
(
a < b


Exercices:7, 8, 9,13 p 129 
III
Propriétés algébriques

1)
Propriété fondamentale:
Le logarithme népérien transforme les produits en sommes






ln(ab) = ln(a) + ln(b)

Démon.:
2)
Conséquences
Propriétés:
ln(  eq \s\do1(\f(a;b)) ) = ln(a) - ln(b)



ln( a0 x a1 x a2 x …x an) = ln(a0) + ln(a1) + ln(a2) +…. + ln(an)
 

ln(ap) = p ln(a)
 

ln  eq \r(a) =  eq \s\do1(\f(1;2)) ln (a)

Démonstration de la 2ième propriété par récurrence:

Exercices: 15, 17, 18, 21, 23, 26, 27 p130
IV
Etude de la fonction ln
1)
Dérivée

La courbe représentative de la fonction ln est la symétrique par rapport à d: y =x de la courbe représentative de la fonction exponentielle.
La fonction exponentielle est dérivable sur IR  et exp'(x) > 0 ainsi sa courbe représentative admet une tangente en tout point de cœfficient directeur différent de 0 on en déduit, d'après les propriétés de la symétrie axiale, que la courbe représentative de la fonction ln admet également une tangente en tout point (conservation des intersections) et que de plus elle ne sera jamais verticale (exp'(x)>0).
Conclusion: la fonction ln est dérivable sur ]0;+ ( [
Théorème:
La fonction ln est dérivable sur]0;+( [ et ln'(x) =  eq \s\do1(\f(1;x))
Démon.:








Courbe représentative:


Tableau de variation:


2)
Limites
Théorème:

 eq \o(lim;\s\do8(x ( + ())ln (x) = + (


 eq \o(lim;\s\do8(x ( 0))ln(x) = - (
Démon.:

Exercices: 29, 30, 32, 34 p130

3)
Croissance comparée de ln (x) et x
Théorème:

 eq \o(lim;\s\do8(x ( + ())  eq \s\do1(\f(ln (x);x )) = 0


 eq \o(lim;\s\do8(x ( 0)) xln(x) = 0

Ce résultat peut encore s'énoncer:
A l'infini x l'emporte sur le logarithme népérien de x

ROC Démon.:

Théorème:

 eq \o(lim;\s\do8(x ( 1))

 eq \s\do1(\f(ln (x); x-1)) = 1


 eq \o(lim;\s\do8(x ( 0))

 eq \s\do1(\f(ln(1 + x); x))  = 1

Démon.:

Exercices: 36, 37, 38, 41, 42, 43 p 131

4)
Dérivée de la fonction composée ln (u(x))
Théorème: 
Soit u une fonction strictement positive et dérivable sur un intervalle I alors la fonction f définie par f(x) =  ln (u(x)) est dérivable sur I et pour tout x ( I on a : f '(x) =  eq \s\do1(\f(u'(x);u(x)))  
Démon.:

Exercices: 48, 50, 51, 54 p132 et 56, 57, 58, 59, 60, p133-134 et 83, 84 p137 et 87 p 138












Propriété:	Dans un repère orthonormé, les courbes représentatives des fonctions exp et ln sont symétriques par rapport à la droite d'équation y = x


	Les fonction ln et exp sont des fonctions réciproques








Stepec
Page 5 sur 5
cours fonction ln.doc

