Chapitre III: Implantation d’une loi de comportement dans un code de calcul par éléments finis

I.
Discrétisation de l’équation d’équilibre en éléments finis

Soit un matériau de volume V, soumis à un vecteur contraintes imposée 
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 sur S et des forces de volume 
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 dans V. Le principe des travaux virtuelles, nous dit que si le champ de contraintes 
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 est en équilibre, l’équation de bilan suivante est satisfaite :
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où D
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 est une variation cinématiquement admissible du tenseur gradient des déplacements et 
[image: image6.wmf](

)

x

v

r

r

 une variation cinématiquement admissible du vecteur déplacement au point considéré. La même équation peut être écrite dans le volume de référence V0 en choisissant des contraintes  et déformations  conjuguées.
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L’approximation par éléments finis sera écrite dans le cas général sous laforme
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où 
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 est le vecteur déplacement inconnu, NN
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est une matrice de fonctions d’interpolation et 
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 est le vecteur déplacement aux nœuds. La compatibilité cinématique du champ de déplacements virtuels 
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 impose la relation suivante :
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Figure 1 :

a) situation réelle, b) situation idéalisée utilisée pour la modélisation, c) maillage par éléments finis, d) variation du déplacements en fonction des déplacements aux nœuds pour un éléments dans le maillage e) variation du déplacement en fonction des déplacements aux nœuds dans l’élément de référence utilisé pour définir tous les éléments.

Le problème variationnel continu dans l’espace des 
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 (espaces fonctionnel) est maintenant approché par la variation d’un nombre fini de variables discrètes 
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.La discrétisation des champs de déplacements virtuelles fournie naturellement l’ensemble correspondant des déformations 
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N est une matrice qui dépend des coordonnées du point considérée. La matrice N s’obtient immédiatement à partir de la dérivée des fonctions d’interpolation NN.
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Comme les sont indépendants, nous obtenons le système de base pour la discrétisation par éléments finis.
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II.
Matériaux à comportement non linéaire

Si le matériau a un comportement non linéaire, la solution de l’équation précédente nécessite un processus itératif basé sur la méthode de Newton. On ne résout pas le problème de la déformation de l’état initial non déformé jusqu’à l’état actuel déformé, mais un problème d’incrément à partir d’un état d’équilibre connu. Prenons la variation de l’expression précédente autour de l’état actuel :
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d() est la variation linéaire de la quantité () au point considéré. Pour un matériau à comportement non linéaire nous définissons la matrice tangente locale H qui dépend de l’état de déformation actuel.
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La variation autour de l’état actuel est calculée par rapport aux seules variables indépendantes dans une approche par éléments finis cinématiques, c’est-à-dire les variables aux nœuds UN.
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La variation de 
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 par rapport aux variables nodales UN est obtenues par la variation de 
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 avec les variables nodales UN et la matrice de comportement locale 
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La variation de 
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 par rapport aux variables nodales UN est obtenues par la variation de 
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 avec les variables nodales UN et la matrice de comportement locale 
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est la variation première de 
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 . Or cette variation se fait dans le cadre des modes cinématiquement admissibles, donc on ne considère que la variation 
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Ainsi le premier terme de 
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 va s’écrire
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et le premier terme de la matrice Jacobienne s’écrit :
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Cette expression correspond à la matrice de rigidité classique en petits déplacements et petites déformations à part que les fonctions 
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 dépendent des déplacements actuels.

Pour calculer le second terme dans F, il faut tenir compte du fait que les dérivées des fonctions de forme varient avec l’état de déformation et donc avec les variables nodales :
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Le second terme dans F est alors écrit sous la forme


[image: image43.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

[

]

{

}

U

V

d

U

,

x

u

:

x

U

V

d

x

d

:

x

M

0

V

M

M

N

c

N

0

V

c

0

0

d

ï

þ

ï

ý

ü

ï

î

ï

í

ì

ò

b

¶

d

=

ò

d

r

r

r

r

r

t

e

t


Le terme correspondant dans la matrice Jacobienne s’écrit :
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Ce terme contribue à la jacobienne à travers les contraintes « initiales ».

Pour traiter les deux derniers termes dans df, on écrit les charges extérieurs sous la forme suivante :
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Ar=dS/dS0 est le rapport des surfaces actuelles et de référence et J=dV/dV0. Le déplacement virtuel
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 est construit sur les modes cinématiquement admissibles pris en compte dans la modélisation donc 
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 peut s’exprimer à partir de la connaissance des fonctions d’interpolation NN.
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Finalement, la matrice de rigidité complète s’écrit :
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Au paragraphe suivant, nous rappellerons brièvement quelques notions sur la résolutions de systèmes non linéaires et sur la résolution dépendant du temps.

Au dernier paragraphe nous calculerons les expressions à fournir au code de calcul pour l’estimation de 
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III. Systèmes d’équations évolutives non linéaire 

Considérons une plaque à comportement élasto-plastique soumise à traction biaxiale proportionnelle (Figure 2). On suppose que les forces appliquées varient entre 0 et la valeur maximale de  de façon proportionnelle. Evidemment, ceci n’est nullement nécessaire dans un calcul par éléments finis   cependant, nous pouvons plus facilement développer nos raisonnements dans ce cas.

Le comportement du matériau étant fortement non linéaire, le problème va être traité de la façon suivante dans un code de calcul par éléments fins. Le paramètre  est augmenté pas à pas de 0 jusqu’à 1. A chaque sous-pas de calcul, le code doit résoudre un système d’équations non linéaires pour obtenir un point d’équilibre global. Ce calcul est fait de façon itérative avec la méthode de Newton Raphson.
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Figure 2 : (a) Plaque sous chargement biaxial proportionnel ; (b) loi de comportement non linéaire de la plaque

© méthode de résolution itérative dans un code de calcul par éléments finis

III.1.
Méthode de Newton-Raphson

Considérons un systèmes d’équations non linéaires 
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Il y a N équations non linéaires portant sur les variables nodales UM à résoudre. La méthode de Newton résout le système précédent par une série d’approximations successives :

Soit 
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 au premier ordre :
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K est la matrice de rigidité tangente (ou jacobienne) du système. Elle dépend de la solution actuelle et donc du chargement à l’itération précédente. Considérons l’exemple de deux fonctions à deux variables f1 et  f2. 
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pour résoudre le système {f1=0,f2=0}, Nous calculons d’abord la matrice tangente 
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Nous choisissons une approximation initiale de la solution 
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 et nous résolvons le système suivant :
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soit dans l’exemple présent :
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La Figure 3 montre la résolution de ce système. La figure 3a montre la surface z=f1(x,y) et le chemin parcouru par la solution. La figure 3(b) montre les isovaleurs de la fonction f1(x,y) et le chemin parcouru par la solution. La Figure 3(c) montre les courbes isovaleurs de la fonction f2(x,y) et le chemin parcouru par la solution. 

Ne confondez pas le numéro de l’itération et l’indice vectorielle (numéro du degré de liberté). La méthode de Newton converge toujours si la matrice K est définie positive. Plusieurs variantes de la méthode de Newton peuvent être adaptée. Une méthode de quasi-Newton ne recalcule pas la matrice tangente à chaque itération et le système s’écrira :

(A) 
Incrémenter la charge à chaque pas p  ( passe de p-1) à (p) ) :


Calculer la matrice tangente au début du pas 
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(B)
Pour la nouvelle valeur de la charge extérieure, résoudre le système tangent jusqu’à ce que les forces soient en équilibre :
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 (n itérations à l’intérieur du même pas)

Test sur l’équilibre des charge (nullité des fonctions f). Si l’équilibre n’est pas satisfait , retour en (B) ; si l’équilibre est satisfait retour en (A).

Une méthode intermédiaire entre la méthode de Newton et la méthode de quasi-Newton avec estimation de la matrice de rigidité une fois par pas, consiste à recalculer la matrice de rigidité plusieurs fois à l’intérieur d’un même pas ; mais seulement si l’on estime que la différence entre la solution au début du pas et la solution actuelle sont trop éloignée.

Il faut attention à la terminologie suivante :

Dans beaucoup de codes de calcul par éléments finis, un pas de calcul correspond à l’augmentation de la charge externe d’une valeur prédéfinie par l’utilisateur. Ce pas de calcul est subdivisé en incréments de charge. La valeur de l’incrément n’est pas maîtrisée par l’utilisateur. L’utilisateur peut définir la valeur minimale et la valeur maximale de l’incrément. A la fin de chaque incrément de la charge, le système est en équilibre ; c’est-à-dire les valeurs des déplacements, contraintes et déformations sont correctes à la précision numérique choisie. A l’intérieur de chaque incrément de charge, le code de calcul fait plusieurs itérations pour résoudre le système non linéaire exactement comme dans l’exemple bidimensionnel présenté ici. Donc, les pas de calcul correspondent à une facilité d’utilisation. Cependant, la définition des pas de calcul n’a aucune influence sur la qualité numérique de la solution. La qualité numérique de la solution est contrôlée au niveau des itérations à chaque incrément de la charge.

L’utilisateur d’un code d’éléments finis doit définir les valeurs suivantes (Figure 4):

· Pour les pas : 


La taille du pas de calcul (l’incrément de  à chaque pas).


L’incrément minimum de la charge dans un pas de calcul 


l’incrément maximum,


le nombre d’incrément utilisé au début du pas.

· Pour les incréments 


Le nombre maximal d’itérations d’équilibre admises par incréments

· Pour les itérations d’équilibre à l’intérieur de chaque incréments 


Les critères de convergence concernant la solution locale
Déplacements ou températures ou concentrations (les valeurs aux nœuds)

Les contraintes ou flux thermiques ou flux de masses (valeurs aux points de Gauss)

Attention : Certains codes se contentent d’un critère de convergence sur le moyenne des résidus en flux (contraintes, flux thermique ou flux de matière). Il faut évidemment que le critère de convergence porte sur la valeur maximale (maximum sur tout les nœuds et tout les degrés de liberté).


Les paramètres d’accélération de la convergence
Le changement maximal admis en déplacement ou flux d’une itération à l’autre.

Le nombre d’itération d’équilibre.

Le nombre d’itération sans recalculer la matrice tangente.
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Figure 3 : Illustration de la méthode de Newton : (a) surface z=f1(x,y) avec approximations successives de la solution ; (b) iso valeurs de f1(x,y) avec approximations successives de la solution ; (c) iso valeurs de f2(x,y) avec approximations successives de la solution.


Figure4 :Principe de résolution d’un système d’équations non linéaires pas à pas
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Décision x(i+1) -x(i)<critère ?





Calcul d ’une nouvelle solution en équilibre x(i+1) =  x(i) - Kx(i)


le paramètre est généralement choisi au mieux par le code. Cependant,


l ’utilisateur averti peut donner une règle au code.





Calcul de la matrice tangente pour =0.x+


 et résolution du système K


le code choisi la valeur de pour optimiser la


convergence





non





Nouvelle r ésolution de


x(i+1) =  x(i) - Kx(i)








x(i+1) =  x(i) - Kx(i)


est accepté comme solution et


les résultats sont écrit dans les fichiers résultat.





oui





=+




















Une itération d ’équilibre


à l ’intérieure 


d ’un incrément





Un incrément de charge à l ’intérieure d ’un pas de calcul


L ’utilisateur peut choisir de travailler à incréments fixés (fixé)


ou de laisser au code le choix. de 





Écriture de plus de résultats qu ’à la fin de chaque itération et increméntation de  la charge





Le système connaît la solution pour =0.x et doit


déterminer la solution pour =0.x+0.1





Conditions initiales


 pour le pas








Un pas de 


calcul
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