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Alors qu’il travaillait à simplifier les calculs trigonométriques des astronomes, John Neper (1550-1617) fut amené à généraliser les travaux de Nicolas Chuquet et Michael Stifel sur les liens entre progression arithmétique et géométrique. Neper inventa ainsi les logarithmes (du grec logos : raison et arithmos : nombre).

I. La fonction logarithme népérien

    A. Définition  

    Dans le chapitre concernant la fonction exponentielle on a démontré que cette fonction était une bijection de ( sur (*+, autrement dit tout réel strictement positif y admet un unique antécédent x tel que y = ex. 

Cet antécédent est aussi noté x = lny. On définit de cette manière une nouvelle fonction appelée bijection réciproque de la fonction exponentielle.          
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                             La fonction logarithme népérien, notée ln, est la fonction définie sur

                             ]0, + ([ qui, à tout réel x > 0, associe le réel noté ln x unique 

                             antécédent de x par la fonction exponentielle. 

Conséquences
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    1.

Ainsi,

e0 = 1 ( ln1 = 0

e1 = e ( lne = 1
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    2.

    3. On a également vu que les courbes représentatives de la fonction exponentielle et de la fonction logarithme népérien, dans un même repère orthonormal, sont symétriques l’une de l’autre par rapport à la première bissectrice du repère, c’est-à-dire la droite d’équation 

y = x.








Sens de variation : La fonction logarithme népérien est strictement croissante sur (*+.

Démonstration 

Soit a et b deux réels strictement positifs tels que : a < b.

Ceci équivaut encore à écrire : elna < elnb . Comme la fonction exponentielle est strictement croissante sur (, cette dernière inégalité est équivalente à lna < lnb.

Donc 0 < a < b ( lna < lnb.
Conséquence 
    B. Propriétés algébriques

         1. Propriété fondamentale Quels que soient les réels strictement positifs a et b,

                           ln(ab) = lna + lnb.

Démonstration

Quels que soient les réels strictement positifs a et b, eln(ab) = ab et elna + lnb = elna( elnb = ab.

Donc eln(ab) = elna + lnb ce qui équivaut à ln(ab) = lna + lnb, la fonction exp étant strictement croissante sur(.

Conséquences 

         a. Cette formule se généralise au cas de n réels strictement positifs a1, a2, …, an,

ln(a1(a2( … (a2) = ln(a1) + ln(a2) + … + ln(an)

              n désignant un entier naturel supérieur ou égal à 2.    

Cette formule se démontre par récurrence sur l’entier naturel n.

         b. Quel que soit le réel strictement positif a, 
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Démonstration

Quel que soit le réel strictement positif a, 
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On applique alors la propriété fondamentale de la fonction logarithme népérien,
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         c. Quels que soient les réels strictement positifs a et b, 
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Démonstration

Quels que soient les réels strictement positifs a et b, 
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         d. Quel que soit le réel strictement positif a, quel que soit l’entier relatif n,

ln(an) = nlna.

Démonstration

Si n > 0, ln(an) = l(a(a(a( …(a) = lna + lna + lna + … + lna = nlna.

Si n = 0, ln(a0) = ln1 = 0 = 0(lna.

Si n < 0, ln(an) = ln
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         e. Quel que soit le réel strictement positif a, ln
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Démonstration

Quel que soit le réel strictement positif a, 
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=lna, d’où le résultat.

    C. Etude de la fonction logarithme népérien

         1. Propriété :     
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Démonstration

Soit A un réel strictement positif. La fonction logarithme népérien étant strictement croissante sur (*+, si x désigne un réel tel que x > eA alors lnx > ln(eA) soit lnx > A.

Autrement dit, l’intervalle ]A, + ([ contient toutes les valeurs de lnx pour x assez grand, ce qui prouve que 
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Quel que soit le réel strictement positif x, on pose X = 
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         2. Propriété : ( La fonction logarithme népérien est continue sur (*+.

                                ( La fonction logarithme népérien est dérivable sur (*+ et, pour tout x de

                                   (*+, (ln)’(x) = 
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1

.

Démonstration

La première propriété est admise.

Soit a et a + h deux réels strictement positifs, h désignant un réel non nul.

On peut alors considérer les réels b = lna et k = ln(a + h). Donc 

a = eb et h = ek – a = ek – eb.

Alors 
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. La fonction logarithme népérien est continue sur (*+ donc :
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La fonction exponentielle étant définie et dérivable sur (, elle l’est en particulier en b donc
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D’où le tableau de variation de la fonction logarithme népérien :






         3. Propriété :    
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                                    donc    ln(1 + h) ( h pour h proche de 0.

Démonstration
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La dérivabilité de la fonction logarithme népérien au point 1 peut encore se traduire par 

l’existence d’une fonction (  telle que, pour h proche de 0, on ait :

ln(1 + h) = ln1 + h((ln)’(1) + h(((h) avec 
[image: image25.wmf]0

)

(

lim

0

=

®

h

h

e

,

soit   ln(1 + h) =  h + h(((h) avec 
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Donc, au voisinage de 0, ln(1 + h) ( h.

Exemples : ln(1,03) ( 0,03 et ln(0,95) ( - 0,05.

    D. Fonction logarithme décimal et fonction ln
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         1. La fonction logarithme décimal

         Définition : La fonction logarithme décimal est la fonction notée log et définie sur 

                             (*+ par : logx = 
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Les propriétés algébriques de la fonction logarithme népérien sont vérifiées par la fonction logarithme décimal. 

En particulier, pour tout réel x de (*+ et pour tout entier relatif n, log(xn) = nlogx. Et, lorsque x = 10, on obtient log(10n) = n car log10 = 1.

Exercice : Etudier les variations de la fonction logarithme décimal et la représenter graphiquement.

Soit N un entier (N ( 1). Montrer que le nombre de chiffres dans l’écriture décimale de N est 1 + E(logN) (où E(x) est la partie entière du réel x).

Application : Avec combien de chiffres s’écrit 20022003 ? Le plus grand nombre premier connu en 1999 était N = 26 972 593 – 1 (découvert par Hajratwala, Woltman et Kurowski). Avec combien de chiffres s’écrit-il en base dix ?

         2. Fonction ln
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u
Soit u une fonction définie et dérivable sur un intervalle I de ( et telle que u(x) > 0, pour tout x de I. Alors la fonction composée ln
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u est définie et dérivable sur I.

En appliquant le théorème de dérivation d’une fonction composée,

(ln
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Notons que, si u est telle que u(x) < 0 sur I, alors la fonction composée ln
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[ln
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Plus généralement, si une fonction u est définie et dérivable sur un intervalle I de ( et telle que u(x) ( 0, pour tout x de I. Alors la fonction composée ln
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[ln
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Exercice : f est la fonction définie sur I = 
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par f(x) = - ln(cosx). 

C  est sa courbe représentative dans un repère orthonormal.

a) Montrer que l’axe des ordonnées est un axe de symétrie de C .

b) Etudier la limite de f en 
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c) Déterminer la fonction dérivée de f . En déduire le sens de variation de f sur l’intervalle 


[image: image45.wmf]ê

ë

é

ê

ë

é

2

 

,

0

p

.

d) Dresser le tableau de variation de f sur 
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et tracer la courbe C .

II. Fonctions exponentielles de base a (a ((*+-{1})
    A. Définition Soit a un réel strictement positif et différent de 1.

                           On appelle fonction exponentielle de base a la fonction f qui, à tout réel x, 

                           associe le réel :

      f(x) = exlna ou f(x) = (elna)x  ou  f(x) = ax . 

                           On la note encore expa. 

Remarques : Si a = e, on retrouve la fonction exponentielle, encore appelée la fonction exponentielle de base e.

La valeur a = 1 été exclue car il se serait alors agi de la fonction constante qui, à tout x réel, associe 1.

    B. Propriétés  Quels que soient les réels x et y, 

ax( ay = ax+y ;  
[image: image47.wmf]y
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Démonstration

ax( ay = exlna( eylna = exlna + ylna = e(x + y)lna = ax+y ; 
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 ;

(ax)y = (exlna)y = e(xy)lna = axy .

    C. Etude des fonctions : x 
[image: image49.wmf]a
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         Propriété 1  La fonction expa est dérivable sur ( et, pour tout réel x,

(expa)’(x) = ax(lna.

Démonstration

Par définition de la fonction exponentielle de base a, expa : x 
[image: image50.wmf]a

exlna, expa = exp
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u où u est la fonction linéaire qui, à tout x réel, associe xlna. 

Ces deux fonctions étant définies et dérivables sur (, la fonction expa est définie et dérivable sur (, et : (expa)’ = (exp
[image: image52.wmf]o

u)’ = [(exp)’
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u](u’ = (exp
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u)(u’ d’où le résultat.

         Propriété 2  Si 0 < a < 1, la fonction expa est strictement décroissante sur ( ;

                              Si a > 1, la fonction expa est strictement croissante sur (. 

Démonstration

Comme exlna > 0 quel que soit le réel x et quel que soit le réel strictement positif a, le signe de (expa)’(x) est celui de lna, d’où le résultat.

         Propriété 3  Comportement asymptotique de la fonction exponentielle de base a :

                               Si 0 < a < 1, 
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                               Si a > 1, 
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Démonstration

( Si 0 < a < 1, 
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( Si a > 1, 
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On déduit de ces études de limites que la courbe représentative de la fonction exponentielle de base a admet pour asymptote l’axe des abscisses (à + ( si 0 < a < 1, à - ( si a > 1).

Tableaux de variation et courbes représentatives







III. Croissances comparées


Démonstration
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Les résultats des croissances comparées de la fonction exponentielle et de la fonction logarithme népérien avec la fonction identique se généralisent de la manière suivante :


Démonstration
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Exercice : Etudier les limites aux bornes de leurs ensembles de définition respectifs des fonctions 

u : x 
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IV. Fonctions racines n-ièmes où n ( (*-{1}
L’étude des variations de la fonction gn : x 
[image: image80.wmf]a

xn sur l’intervalle [0, + ([ montre que celle-ci 

est définie, dérivable donc continue, et strictement croissante sur cet intervalle car 
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(x) = nxn-1.

On obtient le tableau de variation suivant :





Ainsi, la fonction gn réalise une bijection de l’intervalle [0, + ([ sur lui-même, ce qui signifie que, quel que soit le réel positif a, il existe un unique réel x positif tel que xn = a. 

    A. Définition  Soit a un réel positif.

                            L’unique réel positif x tel que xn = a est appelé la racine n-ième de a et est

                             noté  
[image: image82.wmf]n
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    Propriété  Pour tout réel positif a, 
[image: image83.wmf]n

1

n

a

 

 

a

=

 avec, par convention, 
[image: image84.wmf]n

1

n

0

 

 

0

=

= 0.

Démonstration

Compte tenu des propriétés des exposants, 
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= a. Sachant que l’équation xn = a admet une solution positive unique, cette solution est bien 
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    B. Etude de la fonction racine n-ième
    Définition  On appelle fonction racine n-ième la fonction fn définie sur (+ par 

fn(x) = 
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Pour tout x de (*+, fn(x) = 
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 donc fn est composée de la fonction : x 
[image: image89.wmf]lnx

n

1

 

a

définie et dérivable sur (*+, et de la fonction exponentielle définie et dérivable sur (.

On en déduit que la fonction fn est définie et dérivable, donc continue sur (*+. Et,
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Par conséquent la fonction fn est strictement croissante sur (*+.

D’autre part,
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Comme 
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 la fonction fn est continue en 0.
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Par conséquent la fonction fn n’est pas dérivable en 0 et sa courbe représentative admet, au point d’abscisse 0, une demi-tangente parallèle à l’axe des ordonnées.

Tableau de variation







Représentations graphiques des fonctions gn et fn dans un même repère orthonormal
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C’ : y = � EMBED Equation.3  ���(x)
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