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I. GENERALITES
I.1 Introduction

Les systèmes numériques sont caractérisés par le fait que les données sur lesquelles ils effectuent des traitements sont exprimées par des nombres dont les chiffres ne peuvent prendre que deux valeurs (0 et 1). La numération binaire sert donc de base de calcul pour l’étude de ces circuits. C’est pourquoi, avant l’étude des systèmes numériques, il convient de rappeler les bases du calcul binaire.

I.2 Les systèmes de numération pondérés

I.2.1 Propriétés générales


Soit un nombre A = an  an-1  an-2   ...   aj   …   a2  a1  a0

dans lequel les ai sont les chiffres exprimés dans la base B.


Chaque chiffre est tel que :  0  (  ai  (  B-1    et    ai a un poids égal à Bi 

Exemple : en base B = 10  :  A10 = 742 = 7 x 102  +  4 x 101  +  2 x 100 


La valeur numérique en base 10 d’un nombre AB exprimé dans une base B s’obtient par :


A10 = an Bn  + an-1 Bn-1  + an-2 Bn-2  +  ... + aj Bj +  …  + a2 B2  + a1 B1  + a0 B0  

Exemple : B = 4 : A4 = 23014
(  A10 = (2 x 43) + (3 x 42) + (0 x 41) + (1 x 40) = (2 x 64) + (3 x 16) + (1) = 17710

I.2.2 Système binaire naturel


Le système binaire naturel est le système de base B = 2.


Il ne possède donc que deux chiffres : 0 et 1

I.2.2.1 Représentation des nombres binaires naturels entiers positifs


- Transformation binaire naturel  (  décimal


Par application de la définition : 


A10 = an 2n  + an-1 2n-1  + an-2 2n-2  +  ... + aj 2j +  …+ a2 22  + a1 21  + a0 20  

Exemple :

A2 = 1010010011  (  A10 = 29 + 27 + 24 + 21 + 20 = 512 + 128 + 16 + 2 + 1 = 65910 


- Transformation décimal  (  binaire naturel

Par divisions successives par 2 du nombre en base 10 et de chaque dividende obtenu et lecture des restes des divisions dans l’ordre inverse d’exécution :

Exemple : A10 = 47

47 / 2 = 23 reste 1    

23 / 2 = 11 reste 1    sens

11 / 2 =   5 reste 1    de

  5 / 2 =   2 reste 1    lecture

  2 / 2 =   1 reste 0    de

  1 / 2 =   0 reste 1    A2

donc :  A10 = 47  (  A2 = 101111

Preuve : A2 = 101111  (  A10 = 25 + 23 + 22 + 21 + 20 = 32 + 8 + 4 + 2 + 1 = 4710

I.2.2.2 Représentation des nombres binaires naturels fractionnaires positifs


- Transformation binaire naturel  (  décimal

Pour la partie entière : méthode identique à celle des entiers.

Pour la partie fractionnaire : par extension aux puissances négatives de la définition : 


A10 = a-1 2-1  + a-2 2-2  + a-3 2-3  +  ... a-n+2 2-n+2  + a-n+1 2-n+1  + a-n 2-n  

Exemple :

A2 = 11,01011  (  A10 = 21 + 20 + 2-2 + 2-4 + 2-5 




       = 2 + 1 + 1/4 + 1/16 + 1/32




       = 3 + 11/32




       ( 3,34310

- Transformation décimal  (  binaire naturel
Pour la partie entière : méthode identique à celle des entiers.

Pour la partie fractionnaire : par multiplications successives par 2 de la partie fractionnaire du nombre en base 10 et des résultats des multiplications et lecture des parties entières des résultats des multiplications dans l’ordre d’exécution :

Exemple : A10 = 6,3

  6 / 2 =   3 reste 0    sens

0,3 x 2 = 0,6 ( 0    


  3 / 2 =   1 reste 1      de

0,6 x 2 = 1,2 ( 1    sens


  1 / 2 =   0 reste 1   lecture

0,2 x 2 = 0,4 ( 0    de









0,4 x 2 = 0,8 ( 0    lecture









0,8 x 2 = 1,6 ( 1    









0,6 x 2 = 1,2 ( 1    
En arrêtant les multiplications au sixième niveau, nous obtenons :

A10 = 6,3  (  A2 = 110,010011  (  A’10 = 6 + 1/4 + 1/32 + 1/64







   = 6 + 19/64





     

   = 6,296875
En continuant les multiplications, on augmente la précision sur A’10 :

Reprenons les multiplications à partir du dernier reste précédent sur quatre niveaux supplémentaires :





0,2 x 2 = 0,4 ( 0 




0,4 x 2 = 0,8 ( 0
   Sens





0,8 x 2 = 1,6 ( 1
      de





0,6 x 2 = 1,2 ( 1
   lecture
A2 = 110,0100110011  (  A’10 = 6 + 1/4 + 1/32 + 1/64 + 1/512 + 1/1024
 





      = 6,2998

A10 = 6,3  (  A2 = 110,0100110011 avec précision = 10-3 sur A10  
( En fixant le nombre de chiffres après la virgule de la valeur binaire du nombre en base 10 à coder, on définit la précision maximale pouvant être atteinte sur ce nombre.

Exemple :
10 chiffres après la virgule en base 2 permettent une précision de 10-3 en base 10,
7 chiffres après la virgule en base 2 permettent une précision de 10-2.


I.2.3 Système binaire en code complément à 2


Parmi les différentes possibilités de codage en binaire des nombres entiers relatifs (nombres entiers positifs et négatifs), le mode le plus usuel est celui du code complément à 2 qui permet de représenter à la fois les nombres binaires entiers positifs et les nombres binaires entiers négatifs.


Cette possibilité est soumise cependant à une contrainte : lorsqu’on considère un nombre binaire, il est indispensable de savoir s’il est défini en binaire naturel ou en binaire code complément à 2. Selon le type de codage utilisé  une même combinaison binaire ne sera pas nécessairement l’image du même nombre en base 10 car le binaire naturel ne code que des nombres positifs alors que le code complément à 2 code à la fois les nombres positifs et les nombres négatifs.


Afin de savoir si l’on a affaire à un nombre binaire positif ou négatif, sachant qu’il est représenté en code complément à 2, une convention de codage a donc été adoptée :

· les nombres commençant par un 0 sont considérés commes positifs,

· les nombres commençant par un 1 sont considérés commes négatifs.


Exemple : considérons les nombres binaires exprimés sur 8 chiffres :

En code complément à 2 :


-
les nombres allant de 0000 0000 à 0111 1111 codent les nombres positifs,


-
les nombres allant de 1000 0000 à 1111 1111 codent les nombres négatifs.

En binaire naturel :


-
les nombres allant de 0000 0000 à 0111 1111 codent des nombres positifs,


-
les nombres allant de 1000 0000 à 1111 1111 codent également des nombres positifs.


Ainsi, les nombres positifs (commençant donc par 0) ont la même représentation en base 10, que ce soit en binaire naturel qu’en code complément à 2.

Les 128 premières combinaisons représenteront les nombres positifs :


0000 0000  (         0 en base 10


0111 1111  (  + 127 en base 10

Les 128 dernières combinaisons représenteront les nombres négatifs en code complément à 2 :

1000 0000  (  - 128 en base 10, alors qu’en binaire naturel : 1000 0000  (  + 128 

1111 1111  (      - 1 en base 10, alors qu’en binaire naturel : 1111 1111  (  + 255 


On constate que pour coder les nombres allant de – 128 à + 127, il est nécessaire d’utiliser 8 chiffres binaires en code complément à 2. 


9 chiffres binaires permettront donc de coder en code complément à 2 les nombres décimaux allant de – 256 à + 255 (la taille des nombres est multipliée par 2), et 7 chiffres binaires suffisent pour les nombres décimaux allant de – 64 à + 63.


Le nombre de chiffres de codage retenu définit ainsi la taille maximale des nombres décimaux pouvant être représentés.


I.2.3.1 Transformation binaire code complément à 2 ( décimal

D’abord, déterminer le signe du nombre :


-
s’il commence par 0 : le nombre est positif,


-
s’il commence par 1 : le nombre est négatif.

a) Si le nombre est positif, la recherche de la valeur du nombre en base 10 s’effectue de la même manière qu’en binaire naturel, par application de la définition : 


A10 = an 2n  + an-1 2n-1  + an-2 2n-2  +  ... + aj 2j +  …+ a2 22  + a1 21  + a0 20  

(ne pas oublier que ce nombre doit obligatoirement commencer par 0).
Exemple :

A2 = 00010011  (  A2 > 0  (  A10 = 24 + 21 + 20 =  16 + 2 + 1 = 1910 


b) Si le nombre est négatif, il faut d’abord calculer sa valeur absolue en binaire, puis en déduire la valeur absolue en base 10 et ajouter le signe – devant le résultat. 

Méthode de calcul de la valeur absolue en binaire d’un nombre négatif :

Par calcul de son complément à 2 :

1) inverser tous les chiffres du nombre (0 ( 1 et 1 ( 0)

2) additionner la valeur 1 au nombre obtenu.

Méthode de calcul de la valeur absolue en base 10 :

Par application de la définition sur la valeur absolue en binaire : 


A10 = an 2n  + an-1 2n-1  + an-2 2n-2  +  ... + aj 2j +  …+ a2 22  + a1 21  + a0 20  

Exemple :

A2 = 10110011  (  A2 < 0  (  calcul de (A2( :

1) inversion des chiffres :  01001100

2) ajouter 1 :   01001100

                    +                1

          (A2( =     01001101

(A10(  =  26 + 23 + 22 + 20 =  64 + 8 + 4 + 1 = 7710 

Donc : A10 = - 77


I.2.3.2 Transformation décimal ( binaire code complément à 2

a) D’abord, déterminer le nombre de chiffres minimal nécessaires pour représenter le nombre :


Soit A10 le nombre à exprimer en code complément à 2.


1) déterminer la puissance n de 2 immédiatement supérieure à la valeur absolue de A10 


2) le nombre de chiffres minimal est m = n + 1 

Exemple : A10 = - 94  (  26 = 64  <  (A10(  <  27 = 128

( le nombre minimal de chiffres nécessaires pour coder A10 = - 94 est donc m = 8


b) si le nombre est positif : exprimer ce nombre avec le nombre de chiffres déterminé précédemment en utilisant la même méthode que pour le binaire naturel : par divisions successives par 2 du nombre en base 10 et de chaque dividende obtenu et lecture des restes des divisions dans l’ordre inverse d’exécution :

Exemple : A10 = + 94

94 / 2 = 47 reste 0    

47 / 2 = 23 reste 1    sens

23 / 2 = 11 reste 1    de

11 / 2 =   5 reste 1    lecture

  5 / 2 =   2 reste 1    de

  2 / 2 =   1 reste 0    A2
  1 / 2 =   0 reste 1    


A10 = + 94  (  A2 = 01011110
(nécessite 8 bits de codage)

Nota : ce nombre doit obligatoirement commencer par 0 (nombre positif).


c) si le nombre est négatif : calculer la valeur binaire (A2( de la valeur absolue de ce nombre (A10( et l’exprimer avec le nombre de chiffres déterminé précédemment. Pour cela utiliser la même méthode que pour le binaire naturel : par divisions successives par 2 du nombre en base 10 et de chaque dividende obtenu et lecture des restes des divisions dans l’ordre inverse d’exécution.


Le nombre binaire en code complément à deux A2 est le complément à deux du nombre binaire (A2( représentant la valeur absolue du nombre en base 10 (même méthode que précédemment : inverser les chiffres et ajouter 1).

Nota : (A2( doit obligatoirement commencer par 0 (valeur positive).

Exemple : A10 = - 94

8 chiffres sont nécessaires pour représenter A10

( calcul de (A10( = + 94  (  (A2(  :

94 / 2 = 47 reste 0    

47 / 2 = 23 reste 1    sens

23 / 2 = 11 reste 1    de

11 / 2 =   5 reste 1    lecture

  5 / 2 =   2 reste 1    de

  2 / 2 =   1 reste 0    A2
  1 / 2 =   0 reste 1    


(A10( = + 94  (  (A2(  = 01011110


( calcul de A2 = complément à 2 de (A2(  :

1) inversion des chiffres : 10100001

2) ajouter 1 :   10100001

                     +              1

                       10100010


( A2 = 10100010

Nota : ce nombre doit obligatoirement commencer par 1 (nombre négatif).


I.2.3.3 Représentation d’un nombre binaire code complément à 2 sur m bits connaissant sa valeur sur n bits avec m > n

Soit un nombre binaire A2 exprimé en code complément à 2 sur n bits. Si on désire exprimer ce nombre sur m bits tel que m > n, il suffit de reproduire devant ce nombre le bit de signe autant de fois que nécessaire pour passer de n bits à m bits.

Exemples :

A2 = 01101110  (  n = 8 bits  (  pour m = 12 bits, on aura : A2 = 000001101110

A2 = 11001010  (  n = 8 bits  (  pour m = 12 bits, on aura : A2 = 111111001010

La valeur en base 10 reste inchangée que A2 soit exprimé sur 8 ou 12 bits.


I.2.4 Système hexadécimal


Le système hexadécimal est le système de base B = 16.


Les chiffres sont : 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 A B C D E F


La base 16 est la 4ème puissance de 2, les transformations avec le système binaire vont ainsi être facilitées.


- Transformation binaire naturel  (  hexadécimal


Regrouper par 4 à partir de la droite les bits du nombre binaire puis décoder chaque groupe en chiffre hexadécimal (compléter avec des 0 si nécessaire).


Exemple : A2 = 1011011110
( 0 0 1 0 1 1 0 1 1 1 1 0




2
D
E
  (
A16 = 2 D E


- Transformation binaire code complément à 2  (  hexadécimal


Regrouper par 4 à partir de la droite les bits du nombre binaire puis décoder chaque groupe en chiffre hexadécimal. (compléter avec le bit de signe si nécessaire).


Exemple : A2 = 1111011110
( 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0




F
D
E
  (
A16 = F D E


- Transformation hexadécimal  (  binaire


Décoder chaque chiffre hexadécimal en groupe de 4 bits.


Exemple : A16 = 4 F 8
(
4
F
8



0 1 0 0 1 1 1 1 1 0 0 0 
  (
A2 = 010011111000


- Transformation décimal  (  hexadécimal


Par divisions successives par 16 du nombre en base 10 et de chaque dividende obtenu et lecture des restes des divisions dans l’ordre inverse d’exécution :

Exemple : A10 = 56


56 / 16 = 3 reste 8    

  3 / 16 = 0 reste 3    sens de lecture de A16
  (
A10 = 56  (  A16 = 38


- Transformation hexadécimal  (  décimal

Par application de la définition : 


A10 = an 16n  + an-1 16n-1  + an-2 16n-2  +  ... + a2 162  + a1 161  + a0 160  

Exemple : A16 = 3 A
  (
A10 = 3 x 161  +  10 x 160  =  5810
B A S E S   D E   N U M E R A T I O N

	    BASE  2
	     BASE  4
	    BASE  8
	   BASE  10
	    BASE  16

	                0
	          0
	          0
	          0
	          0

	                1
	          1
	          1
	          1
	          1

	             1 0
	          2
	          2
	          2
	          2

	             1 1
	          3
	          3
	          3
	          3

	          1 0 0
	       1 0
	          4
	          4
	          4

	          1 0 1
	       1 1
	          5
	          5
	          5

	          1 1 0
	       1 2
	          6
	          6
	          6

	          1 1 1
	       1 3
	          7
	          7
	          7

	       1 0 0 0
	       2 0
	       1 0
	          8
	          8

	       1 0 0 1
	       2 1
	       1 1
	          9
	          9

	       1 0 1 0
	       2 2
	       1 2
	       1 0
	          A

	       1 0 1 1
	       2 3
	       1 3
	       1 1
	          B

	       1 1 0 0
	       3 0
	       1 4
	       1 2
	          C

	       1 1 0 1
	       3 1
	       1 5
	       1 3
	          D

	       1 1 1 0
	       3 2
	       1 6
	       1 4
	          E

	       1 1 1 1
	       3 3
	       1 7
	       1 5
	          F

	    1 0 0 0 0
	    1 0 0
	       2 0
	       1 6
	       1 0

	    1 0 0 0 1
	    1 0 1
	       2 1
	       1 7
	       1 1

	    1 0 0 1 0
	    1 0 2
	       2 2
	       1 8
	       1 2

	    1 0 0 1 1
	    1 0 3
	       2 3
	       1 9
	       1 3

	    1 0 1 0 0
	    1 1 0
	       2 4
	       2 0
	       1 4

	    1 0 1 0 1
	    1 1 1
	       2 5
	       2 1
	       1 5

	    1 0 1 1 0
	    1 1 2
	       2 6
	       2 2
	       1 6

	    1 0 1 1 1
	    1 1 3
	       2 7
	       2 3
	       1 7

	    1 1 0 0 0
	    1 2 0
	       3 0
	       2 4
	       1 8

	    1 1 0 0 1
	    1 2 1
	       3 1
	       2 5
	       1 9

	    1 1 0 1 0
	    1 2 2
	       3 2
	       2 6
	       1A

	    1 1 0 1 1
	    1 2 3
	       3 3
	       2 7
	       1 B

	    1 1 1 0 0
	    1 3 0
	       3 4
	       2 8
	       1 C

	    1 1 1 0 1
	    1 3 1
	       3 5
	       2 9
	       1 D

	    1 1 1 1 0
	    1 3 2
	       3 6
	       3 0
	       1 E

	    1 1 1 1 1
	    1 3 3
	       3 7
	       3 1
	       1 F

	 1 0 0 0 0 0
	    2 0 0
	       4 0
	       3 2
	       2 0


II. LOGIQUE COMBINATOIRE
II.1 Introduction

La logique combinatoire a pour but l’étude et la réalisation de circuits numériques dont la sortie ne dépend que de la valeur des entrées à l’instant présent. Si une entrée d’un système combinatoire change d’état, la sortie réagit à ce changement d’état sans tenir compte de la valeur qu’elle avait précédemment.




Pour étudier ces systèmes et leur logique de fonctionnement, il est nécessaire au préalable de maîtriser l’algèbre spécifique qui en définit les règles : l’algèbre de BOOLE.

II.2 Algèbre de BOOLE : Postulats et théorèmes

Soit un ensemble quelconque E composé d’éléments ne pouvant prendre que deux valeurs (1 ou 0, vrai ou faux, haut ou bas, ...) et muni de deux lois de composition internes :


*
loi « OU » notée +


*
loi « ET » notée .

et d’une loi de complémentation notée «      ».


Soient A, B et C trois éléments de E, ils satisfont aux propriétés suivantes :


*
loi d’idempotence :
        A + A
=
A



         A . A
=
A

*
loi de commutativité :
        A + B
=
B + A




         A . B
=
B . A


*
loi d’associativité :
 A + (B + C)
=
(A + B) + C = A+B+C




 A . (B . C) 
=
(A . B) . C = A . B . C


*
loi de distributivité :
A . (B + C)
=
(A . B) + (A . C)




A + (B . C)
=
(A + B) . (A + C)


*
élément neutre pour la loi OU : 0 tel que A + 0
=
A

*
élément neutre pour la loi ET : 1 tel que   A . 1
=
A

*
loi définissant la complémentation :        A + A
=
1



 A . A
=
0




 1
=
0




 0
=
1

*
loi d’involution

 A
=
A

*
théorème de De Morgan
                A + B
=
A . B



 A . B
=
A + B

*
théorèmes généraux
A + 1
=
1



 A . 0
=
0




A + (A . B)
=
A




A . (A + B)
=
A




A + (A . B)
=
A + B




  A (A + B)
=
A . B

II.3 Fonctions booléennes

Une quantité booléenne F est fonction d’une quantité booléenne X si, à chaque valeur de X, correspond une valeur de F. Cette fonction sera notée F(X).


Une quantité booléenne F est fonction de n quantités booléennes (X1, X2, ... , Xn) si, pour chaque combinaison de valeurs de ces n variables, correspond une valeur de F. Cette fonction sera notée F(X1, X2, ... , Xn).


Une fonction booléenne peut être exprimée sous deux formes canoniques :


- la première forme canonique : sommes de produits : ((()




exemple : F(D, C, B, A) = (B . A) + (D . C . A) + (D . B)


La forme ((() est constituée d’une somme booléenne (loi OU) de termes dont chacun d’eux est le produit booléen (loi ET) des variables booléennes.

- la deuxième forme canonique : produits de sommes : ((()




exemple : F(D, C, B, A) = (D + C) . (D + A) . (C + B + A)


La forme ((() est constituée d’un produit booléen (loi ET) de termes dont chacun d’eux est la somme booléenne (loi OU) des variables booléennes.

Les fonctions booléennes représentent l’expression des sorties d’un système logique, pour une même fonction elles peuvent être exprimées sous l’une ou l’autre de ces formes canoniques, que ce soit au niveau d’un problème de synthèse ou d’un problème d’analyse.


Un problème de synthèse consiste à réaliser un circuit logique en fonction d’un cahier des charges imposé par le client. Selon le type de porte logique que l’on sera amené à utiliser pour réaliser le système combinatoire, on exprimera les fonctions logiques selon la première ou selon la seconde forme canonique,


Un problème d’analyse consiste à étudier un circuit déjà réalisé. Il s’agit de traduire en équations les fonctions élaborées par ce circuit. La forme canonique selon laquelle ces fonctions seront exprimées dépendra essentiellement de la nature des composants du circuit.


L’expression d’une fonction booléenne peut être obtenue à partir de sa table de vérité. La table de vérité d’une fonction est le tableau des valeurs que prend la fonction pour chaque combinaison des variables d’entrées.


II.3.1 Expression d’une fonction booléenne sous la première forme canonique ((()


A partir de la table de vérité : 

1) considérer les lignes où la fonction vaut 1.

2) à chacune de ces lignes correspondra à un terme de la fonction qui est le “ET booléen" des variables de la combinaison correspondante, écrites en respectant la règle suivante :


-
écrire la variable elle-même si dans la combinaison la variable vaut 1,


-
écrire la variable complémentée si dans la combinaison la variable vaut 0.

3)
la fonction est le “OU booléen” des différents termes exprimés.


Exemple : soit une fonction F(D, C, B, A) dont la table de vérité est :

	D  C  B  A
	F
	

	0   0   0   0
	0
	

	0   0   0   1
	0
	

	0   0   1   0
	0
	

	0   0   1   1
	1
	( D C B A

	0   1   0   0
	0
	

	0   1   0   1
	1
	( D C B A

	0   1   1   0
	1
	( D C B A

	0   1   1   1
	1
	( D C B A

	1   0   0   0
	0
	

	1   0   0   1
	1
	( D C B A

	1   0   1   0
	1
	( D C B A

	1   0   1   1
	0
	

	1   1   0   0
	0
	

	1   1   0   1
	1
	( D C B A

	1   1   1   0
	1
	( D C B A

	1   1   1   1
	0
	




F = D C B A  +  D C B A + D C B A + D C B A + D C B A + D C B A 


      + D C B A + D C B A


II.3.2 Expression d’une fonction booléenne sous la deuxième forme canonique ((()


A partir de la table de vérité : 

1)
considérer les lignes où la fonction vaut 0.

2)
chacune de ces lignes correspondra à un terme de la fonction qui est le “OU booléen" des variables de la combinaison correspondante, écrites en respectant la règle suivante :


-
écrire la variable elle-même si dans la combinaison la variable vaut 0,


-
écrire la variable complémentée si dans la combinaison la variable vaut 1.

3)
la fonction est le “ET booléen” des différents termes exprimés.


Exemple : soit une fonction F(D, C, B, A) dont la table de vérité est :

	D  C  B  A
	F
	

	0   0   0   0
	0
	( D+C+B+A

	0   0   0   1
	0
	( D+C+B+A

	0   0   1   0
	0
	( D+C+B+A

	0   0   1   1
	1
	

	0   1   0   0
	0
	( D+C+B+A

	0   1   0   1
	1
	

	0   1   1   0
	1
	

	0   1   1   1
	1
	

	1   0   0   0
	0
	( D+C+B+A

	1   0   0   1
	1
	

	1   0   1   0
	1
	

	1   0   1   1
	0
	( D+C+B+A

	1   1   0   0
	0
	( D+C+B+A

	1   1   0   1
	1
	

	1   1   1   0
	1
	

	1   1   1   1
	0
	( D+C+B+A



F = (D+C+B+A) . (D+C+B+A) . (D+C+B+A) . (D+C+B+A) . (D+C+B+A) . 


      (D+C+B+A) . (D+C+B+A) . (D+C+B+A)

II.4 Fonctions incomplétement définies

Dans un problème de synthèse, il se peut que toutes les combinaisons des variables n’attribuent pas nécessairement une valeur définie 0 ou 1 à la fonction à réaliser.


Pour les combinaisons de variables pour lesquelles la fonction n’est pas définie, on attribue le symbole ( ou X dans la case concernée de la table de vérité.

Exemple :


Soit à réaliser un système combinatoire délivrant en sortie F le code de parité du chiffre décimal codé en binaire naturel présenté en entrée. F prendra la valeur 1 pour les chiffres décimaux impairs et 0 pour les chiffres décimaux pairs.


Les 10 chiffres décimaux (0 à 9) nécessitent quatre variables binaires pour être codés en binaire naturel (8 = 23 < 10 < 16 = 24). Soient D, C, B et A ces variables.








La table de vérité de la fonction F(D, C, B, A)  est donc :

	Chiffres
	D  C  B  A
	F

	0
	0   0   0   0
	0

	1
	0   0   0   1
	1

	2
	0   0   1   0
	0

	3
	0   0   1   1
	1

	4
	0   1   0   0
	0

	5
	0   1   0   1
	1

	6
	0   1   1   0
	0

	7
	0   1   1   1
	1

	8
	1   0   0   0
	0

	9
	1   0   0   1
	1

	
	1   0   1   0
	X

	
	1   0   1   1
	X

	
	1   1   0   0
	X

	
	1   1   0   1
	X

	
	1   1   1   0
	X

	
	1   1   1   1
	X


II.5 Réduction des fonctions booléennes (méthode de Karnaugh)

Afin de réaliser les fonctions booléennes à l’aide du nombre minimal de circuits logiques, donc pour un coût minimal de réalisation et un volume minimal d’occupation, celles-ci seront exprimées sous leur forme minimale.


La forme minimale d’une fonction est obtenue en l’exprimant avec le nombre minimal de termes comprenant eux-mêmes le nombre minimal des variables nécessaires.


La méthode de Karnaugh est l’une des différentes méthodes permettant d’exprimer une fonction booléenne sous sa forme minimale. La méthode repose sur la recherche des simplifications possibles entre les différents termes d’une expression.


Exemple : F =  x y z  +  x y z  =  x y ( z + z )  =  x y




               (1 1 0)   (1 1 1)


Deux termes peuvent être réduits lorsque les combinaisons binaires correspondantes sont représentées par deux nombres adjacents (ici : 1 1 0 et 1 1 1). 


Deux nombres sont adjacents lorsqu’ils ne diffèrent entre eux que d’un seul chiffre de même rang.


Exemples :
0 1 1 0 et 0 0 1 0 sont adjacents,



0 1 1 0 et 1 1 1 1 ne sont pas adjacents,



1 0 0 1 et 1 0 1 1 sont adjacents,



1 0 0 1 et 1 1 0 0 ne sont pas adjacents.


II.5.1 Représentation de Karnaugh


Le but de la représentation de Karnaugh est de faire apparaître toutes les simplifications qui permettront de réduire les fonctions, donc de mettre en évidence toutes les adjacences possibles entre les différents termes de la fonction.


Représenter une fonction sous la forme de Karnaugh consiste à inscrire les différentes valeurs de cette fonction dans un tableau. Chaque case contient la valeur de la fonction pour la combinaison des variables correspondante. Afin de faire apparaître les simplifications, l’ordonnancement des variables définissant les coordonnées des lignes et des colonnes doit respecter les règles d’adjacence cyclique :


Une suite de nombres est adjacente lorsque chaque nombre est adjacent au précédent. Cette suite est cyclique lorsque le dernier nombre est adjacent au premier.


exemple :  0 0    0 1    1 1    1 0


C’est ainsi que le tableau de Karnaugh a été élaboré. Ainsi, toute case est adjacente à celles qui lui sont contigües en ligne et en colonne. La dernière ligne est adjacente à la première ligne et la dernière colonne à la première colonne.


-
Pour deux variables : exemple F(B, A)
	B          A
	0
	1

	0
	
	

	1
	
	



-
Pour trois variables : exemple F(C, B, A)
	C        BA
	0  0
	0  1
	1  1
	1  0

	0
	
	
	
	

	1
	
	
	
	



-
Pour quatre variables : exemple F(D, C, B, A)
	         B A

     D C
	0  0
	0  1
	1  1
	1  0

	0  0
	
	
	
	

	0  1
	
	
	
	

	1  1
	
	
	
	

	1  0
	
	
	
	



Chaque case de la table de Karnaugh représente l’une des 2N combinaisons des N variables de la fonction. Cette combinaison est désignée par les coordonnées de la case.


II.5.2 Forme minimale d’une fonction booléenne


II.5.2.1 Pour obtenir la forme minimale d’une fonction booléenne sous la première forme canonique (((), il faut :


-
établir la table de Karnaugh de la fonction.


-
réunir en plus grands groupements possibles les cases adjacentes contenant la valeur logique 1 jusqu’à avoir entouré toutes les cases contenant une valeur 1. Ces groupements seront réalisés par association en puissances de 2 des cases adjacentes (commencer par les plus grandes associations possibles : groupes de 8 cases, puis de 4 cases et de 2 cases).


Chaque groupement correspond à un terme de la forme minimale : il faut donc chercher à minimiser le nombre de groupements nécessaires et chercher à réaliser les plus grands groupements possibles car plus le groupement est important, moins le terme correspondant contient de variables.


-
noter pour chaque groupement les variables qui ne changent pas de valeur :




*
si la valeur inchangée = 0 : écrire la variable complémentée,




*
si la valeur inchangée = 1 : écrire la variable elle-même.

Chaque terme de la forme minimale est le « ET » logique des variables inchangées.


-
écrire la forme minimale de la fonction qui est le « OU » logique de tous les termes.


Remarques :


-
aucune case vide (contenant 0) ne doit être entourée,


-
une case isolée contenant 1 ou un groupe en puissance de 2 de cases adjacentes contenant 1 peut être commun à plusieurs groupements,


-
toutes les cases contenant 1 doivent être entourées.


-
pour un tableau de 4 variables :




*
une case isolée correspond à un terme de 4 variables,




*
un groupe de 2 cases   (                 (     de 3      (      ,




*
un groupe de 4 cases   (                 (     de 2      (      ,




*
un groupe de 8 cases   (                 (     de 1      (      ,


Exemple F(D, C, B, A)
	         B A

     D C
	0  0
	0  1
	1  1
	1  0

	0  0
	0
	1
	0
	0

	0  1
	1
	1
	0
	0

	1  1
	1
	1
	0
	1

	1  0
	0
	1
	0
	0





F = C B + B A + D C A


II.5.2.2 Pour obtenir la forme minimale d’une fonction booléenne sous la deuxième forme canonique (((), il faut :


-
établir la table de Karnaugh de la fonction.


-
réunir en plus grands groupements possibles les cases adjacentes contenant la valeur logique 0 jusqu’à avoir entouré toutes les cases contenant une valeur 0 (association en puissances de 2 des cases adjacentes).


-
noter pour chaque groupement les variables qui ne changent pas de valeur :




*
si la valeur inchangée = 1 : écrire la variable complémentée,




*
si la valeur inchangée = 0 : écrire la variable elle-même,



Chaque terme de la forme minimale est le « OU » logique des variables inchangées.


-
écrire la forme minimale de la fonction, qui est le « ET » logique de tous les termes.


Exemple F(D, C, B, A)
	         B A

     D C
	0  0
	0  1
	1  1
	1  0

	0  0
	0
	1
	0
	0

	0  1
	1
	1
	0
	0

	1  1
	1
	1
	0
	1

	1  0
	0
	1
	0
	0






F = (C+A) . (D+B) . (B+A)


II.5.3 Cas des fonctions incomplétement définies


La méthode de réduction des fonctions incomplétement définies est réalisée selon la règle définie précédemment en affectant la valeur 1 ou la valeur 0 aux cases non définies selon la méthode suivante :

Pour une fonction exprimée sous la première forme canonique ((() :


-
affecter la valeur 1 si cela améliore la forme minimale de la fonction, donc si cela permet un groupement plus important de cases adjacentes valant 1,


-
affecter 0 si cela n’améliore pas les groupements.

Nota :


-
ne pas affecter 1 aux cases indéfinies si cela introduit un terme supplémentaire dans l’expression de la fonction.


-
toutes les cases contenant la valeur 1 doivent être entourées mais pas toutes les cases contenant une valeur indéfinie.


Exemple F(D, C, B, A)
	         B A

     D C
	0  0
	0  1
	1  1
	1  0

	0  0
	0
	1
	0
	0

	0  1
	1
	1
	0
	0

	1  1
	1
	1
	X
	1

	1  0
	0
	1
	0
	X





F = C B + B A + D C 

Pour une fonction exprimée sous la deuxième forme canonique ((() :


-
affecter la valeur 0 si cela améliore la forme minimale de la fonction, donc si cela permet un groupement plus important de cases adjacentes valant 0,


-
affecter 1 si cela n’améliore pas les groupements.

II.6 Opérateurs logiques, portes logiques

Pour réaliser les fonctions logiques, on dispose de circuits électroniques élémentaires : les portes logiques.


II.6.1 Porte « ET »
Représentation schématique 
     Table de vérité :

	X
	Y
	Z

	0
	0
	0

	0
	1
	0

	1
	0
	0

	1
	1
	1



II.6.2 Porte « OU »
Représentation schématique 
     Table de vérité :


	X
	Y
	Z

	0
	0
	0

	0
	1
	1

	1
	0
	1

	1
	1
	1



II.6.3 Porte « NON »
Représentation schématique 
Table de vérité :


	X
	Z

	0
	1

	1
	0



II.6.4 Porte « NAND » (« NON ET »)
Représentation schématique 
     Table de vérité :


	X
	Y
	Z

	0
	0
	1

	0
	1
	1

	1
	0
	1

	1
	1
	0



II.6.5 Porte « NOR » (« NON OU »)
Représentation schématique 
     Table de vérité :


	X
	Y
	Z

	0
	0
	1

	0
	1
	0

	1
	0
	0

	1
	1
	0



II.6.6 Porte « OU EXCLUSIF »
Représentation schématique 
     Table de vérité :

	X
	Y
	Z

	0
	0
	0

	0
	1
	1

	1
	0
	1

	1
	1
	0


Z = X ( Y = (X Y) + (X Y)

II.7 Synthèse des fonctions booléennes

La synthèse des fonctions logiques est généralement réalisée à l’aide des portes logiques NAND ou NOR en raison de leur coût minimal.


Pour synthétiser une fonction logique à l’aide de porte NAND, il faut exprimer cette fonction selon la première forme canonique ((() sous sa forme minimale.


Pour synthétiser une fonction logique à l’aide de porte NOR, il faut exprimer cette fonction selon la deuxième forme canonique ((() sous sa forme minimale.


II.7.1 Synthèse à l’aide de portes NAND

-
vérifier que la fonction est exprimée sous sa forme ((() minimale,


-
complémenter deux fois cette fonction,

· appliquer la règle de De Morgan à la première complémentation.


exemple : F = B.C + A.C + B.C = B.C + A.C + B.C = (B.C) . (A.C) . (B.C)


II.7.2 Synthèse à l’aide de portes NOR

-
vérifier que la fonction est exprimée sous sa forme ((() minimale,


-
complémenter deux fois cette fonction,


-
appliquer la règle de De Morgan à la première complémentation.


exemple : F = (A+C) . (B+C) . (B+C)
=  (A+C) . (B+C) . (B+C) 






=  (A+C) + (B+C) + (B+C)


II.7.3 Applications 

II.7.3.1 Synthèse à l’aide de portes NAND


Exemple F(D, C, B, A)
	         B A

     D C
	0  0
	0  1
	1  1
	1  0

	0  0
	0
	1
	0
	0

	0  1
	1
	1
	0
	0

	1  1
	1
	1
	0
	1

	1  0
	0
	1
	0
	0





F = C B + B A + D C A



F = C B + B A + D C A = (C.B) . (B.A) . (D.C.A)












II.7.3.2 Synthèse à l’aide de portes NOR


Exemple F(D, C, B, A)
	         B A

     D C
	0  0
	0  1
	1  1
	1  0

	0  0
	0
	1
	0
	0

	0  1
	1
	1
	0
	0

	1  1
	1
	1
	0
	1

	1  0
	0
	1
	0
	0





F = (C+A) . (D+B) . (B+A)



F = (C+A) . (D+B) . (B+A) = (C+A) + (D+B) + (B+A)











III. LOGIQUE SEQUENTIELLE

III.1 Introduction, la machine de MOORE et la machine de MEALY

Les circuits et systèmes logiques combinatoires sont caractérisés par le fait que leurs sorties ne dépendent que des valeurs présentées en entrée à l’instant présent.


Dans de nombreuse applications, les sorties des systèmes à réaliser doivent tenir compte d’états antérieurs, ces systèmes intègrent une variable supplémentaire : le temps, ils sont appelés systèmes séquentiels.


Leur réalisation nécessite l’emploi de circuits capables de conserver en mémoire les différentes informations relatives à l’évolution du système.


Dans les systèmes séquentiels, les sorties sont fonction non seulement des valeurs des entrées à l’instant présent mais aussi d’informations mises en mémoire et relatives à l’état interne du système.


Pour réaliser les systèmes combinatoires, nous utilisons des opérateurs logiques appelés portes (ET, OU, NAND, NOR, ...).


Pour réaliser les systèmes séquentiels, nécessitant donc de mémoriser les différents états internes, nous utiliserons des opérateurs logiques appelés bascules.


Les bascules sont des portes logiques à plusieurs entrées, dont l’une marque le temps (l’entrée horloge H), et deux sorties : la sortie normale Q et sa valeur complémentée Q.






En se positionnant à l’instant t, la valeur que va prendre la sortie Q d’une bascule lors de l’impulsion d’horloge suivante, donc à l’instant (t+T), dépend de la valeur des variables d’entrée et de la valeur de Q à l’instant présent (t).


Q(t+T) = f(Q(t), E(t))

Q(t) : sortie à l’instant t (appelé état antérieur)


Q(t+T) : sortie à l’instant t+T (appelé état suivant)


E(t) : vecteur d’entrée


Un système logique séquentiel peut être représenté :


-
soit par le circuit suivant appelé machine de Mealy dans lequel les sorties principales du systèmes (S(t)) sont fonction des variables principales (entrées E(t)) et de variables internes dites variables secondaires (sorties des bascules Q(t)) :


S(t) = f(E(t), Q(t)) 



-
soit par le circuit suivant appelé machine de Moore dans lequel les sorties principales (S(t)) ne sont fonction que des variables internes (Q(t)). Les états internes sont eux-mêmes fonction des entrées principales (E(t)), dont l’une d’elles au moins est le signal d’horloge (H(t)).


S(t) = f(Q(t)) 


III.2 Les systèmes séquentiels synchrones et asynchrones

L’une des variables d’entrée d’un système séquentiel est une variable logique périodique prenant la valeur 1 toutes les T secondes, ce signal est appelé signal horloge H.





Un système séquentiel est dit « synchrone » lorsque toutes les bascules qui le composent sont commandées par le même signal d’horloge. Les états du système, qui sont définis par la combinaison des valeurs des sorties des bascules, ne changent alors qu’aux instants fixés par l’horloge :

-
soit au front montant : transition 0 ( 1,

-
soit au front descendant : transition 1 ( 0.

Pour chaque bascule, le choix du type de front d’horloge provoquant un changement d’état est défini par construction.


Si un système séquentiel est capable de changer d’état en dehors de ces instants précis, ou si le signal d’horloge n’est pas le même pour toutes les bascules, le système est dit asynchrone.

III.3 Opérateurs logiques : les bascules

III.3.1 Equation caractéristique

Le fonctionnement d’une bascule est défini par son équation caractéristique. Elle permet de déterminer la valeur que va prendre la sortie Q de la bascule après l’apparition d’un front actif d’horloge, dit « état suivant » (instant n+1), en fonction de la valeur de sa sortie et de la valeur de ses entrées synchrones à l’instant qui précéde l’arrivée de ce front actif d’horloge (instant n). Cette équation est spécifique à chaque type de bascule.





Qn+1 = f(Qn, En)

III.3.2 Schéma symbolique d’une bascule

Une bascule est commandée par 3 types de signaux :


-
signal d’horloge,


-
signaux d’entrées synchrones,


-
signaux de commandes asynchrones (entrées de forçage).


Représentation conventionnelle du mode d’activaton de ces signaux :




E actif sur niveau 1    E actif sur niveau 0       E actif sur front           E actif sur front 









montant

descendant


III.3.3 Entrées de forçage

Les entrées de forçage ont pour but de prépositionner la sortie d’une bascule à une valeur désirée (1 ou 0), soit lors de l’initialisation, soit en cours de fonctionnement. 


Leur action est indépendante :

· des entrées synchrones,

· de la valeur de la sortie,
· du signal d’horloge.

Ces entrées sont asynchrones, elles sont prioritaires devant toutes les autres entrées de la bascule.

Chaque entrée de forçage est dédiée à une action :


-
l’entrée Preset (ou Set) provoque le forçage à 1 de Q,


-
l’entrée Clear (ou Reset) provoque le forçage à 0 de Q.


Dès qu’une entrée de forçage est activée, la sortie Q de la bascule prend instantanément la valeur correspondante.


Ces entrées peuvent être activées en leur appliquant soit un niveau logique 1, soit un niveau logique 0. Le mode d’activation est déterminé par construction et est représenté symboliquement sur le schéma de câblage ou exprimé au travers de la table de vérité de la bascule.


-
Entrées de forçage actives sur niveau 1

	E
	H
	Set
	Reset
	Q

	X
	X
	0
	0
	Qn+1 = f(Qn, E) 

	X
	X
	0
	1
	0

	X
	X
	1
	0
	1

	X
	X
	1
	1
	INTERDIT (Q = ?)



-
Entrées de forçage actives sur niveau 0
	E
	H
	Set
	Reset
	Q

	X
	X
	0
	0
	INTERDIT (Q = ?)

	X
	X
	0
	1
	1

	X
	X
	1
	0
	0

	X
	X
	1
	1
	Qn+1 = f(Qn, E) 



III.3.4 Bascule type D

Cette bascule recopie en sortie, après le front actif d’horloge, la valeur présentée sur l’entrée D avant le front actif d’horloge.


schéma symbolique








Nota : les entrées de forçage et l’entrée horloge peuvent également, par construction, être activées respectivement sur niveau 1 et sur front actif descendant.


équation caractéristique

Qn+1 = Dn

table de vérité
	Dn
	Qn+1

	0
	0

	1
	1



exemple de chronogramme












III.3.5 Bascule type RS

schéma symbolique








Nota : les entrées de forçage et l’entrée horloge peuvent également, par construction, être activées respectivement sur niveau 1 et sur front actif descendant.


équation caractéristique

Qn+1 = Sn + Qn Rn  avec  Rn Sn = 0 






(interdisant d’avoir simultanément Rn = Sn = 1)


table de vérité
	Sn
	Rn
	Qn+1

	0
	0
	Qn

	0
	1
	0

	1
	0
	1

	1
	1
	Interdit



III.3.6 Bascule type JK

schéma symbolique








Nota : les entrées de forçage et l’entrée horloge peuvent également, par construction, être activées respectivement sur niveau 1 et sur front actif descendant.


équation caractéristique


Qn+1 = Jn Qn + Kn Qn 


table de vérité
	Jn
	Kn
	Qn+1

	0
	0
	Qn

	0
	1
	0

	1
	0
	1

	1
	1
	Qn



III.3.7 Bascule type T

schéma symbolique








Nota : les entrées de forçage et l’entrée horloge peuvent également, par construction, être activées respectivement sur niveau 1 et sur front actif descendant.


équation caractéristique


Qn+1 = T Qn + T Qn

table de vérité
	Tn
	Qn+1

	0
	Qn

	1
	Qn


III.4 Comportement dynamique des portes logiques

III.4.1 Généralités

Un signal logique est un signal ne pouvant prendre qu’un nombre discret de valeurs (2 en général).


Soit X une variable logique pouvant prendre deux valeurs (0 et 1).


A cette variable logique (virtuelle), il va être associé un signal physique (tension ou courant) d’amplitude x.


Il est donc nécessaire d’établir une relation entre le signal logique X et le signal physique x.


Soit x0 une valeur physique particulière appelée “seuil”.


Les relations liant x à X sont définies ainsi :


x > x0  (  X = 1

et

x < x0  (  X = 0



  niveau haut (H)



   niveau bas (L)



Il existe également une logique dite négative dans laquelle les niveaux logiques sont inversés. Les circuits réalisés ainsi réagissent non pas à un niveau logique 1 (niveau physique H) mais à un niveau logique 0 (niveau physique L).


Ainsi, dans une telle logique, les nombres binaires naturels sont représentés sous la forme d’un codage inversé par rapport à leur représentation en logique dite “positive”.


Exemple :

En logique positive, A10 = 11 (base 10) donne A2 = 1011 en base 2, soit HLHH.

En logique négative, A10 = 11 (base 10) donne A2 = 0100 en base 2 soit LHLL.


Inconvénient d’une logique à un seul seuil :


Cette logique à un seul seuil x0 est peu protégée contre le bruit radio-électrique.

Exemple :


Soit un signal physique x associé à un signal logique X (logique positive). Ce signal étant envoyé sur une ligne de transmission de données, en bout de ligne le signal recueilli sera constitué du signal lui-même mais dont l’amplitude sera modifiée par l’ensemble des perturbations radioélectriques environnantes (appelées bruit radio électrique) produites par toutes les sources rayonnantes situées à proximité.


Considérons le cas où X = 0, alors x sera de niveau Bas (x < x0).


Supposons que le niveau physique de x soit très proche du seuil x0. Alors, le signal x bruité résultant (x + bruit) pourra franchir le seuil x0 et prendre alors des valeurs de niveau Haut.


Durant les instants où (x + bruit) > x0, la variable logique X associée prendra la valeur 1, ce qui provoquera des erreurs de fonctionnement du système puisque durant toute la période considérée elle est supposée valoir 0.












                                           Valeurs “parasites”


Solution : définition d’une logique à deux seuils :




-
Seuil Haut : xH 

· Seuil Bas : xL 


En logique positive : 




x > xH
(  X = 1  (niveau Haut)




x < xL
(  X = 0  (niveau Bas)



xH > x > xL
(  X conserve la valeur associée qui était détenue par x avant le franchissement du seuil


Si l’on reconsidère l’exemple précédent :














Malgré le franchissement du seuil xL par le signal x bruité, la variable logique correspondante X reste à 0.


III.4.2 Compatibilité des portes logiques

Pour réaliser les fonctions des systèmes logiques, il est nécessaire de relier les différentes portes logiques en cascade ou en parallèle.


Ceci ne va pas sans poser de problèmes :

· Contraintes au niveau des tensions :

Si une porte logique délivre une tension de sortie correspondant à un niveau Haut, la porte logique branchée en sortie devra également associer un niveau Haut pour cette tension lue en entrée (même raisonnement pour le niveau Bas).

· Contraintes au niveau des courants :

Si l’entrée d’une porte logique nécessite un certain courant pour fonctionner, la sortie de la porte logique située en amont devra être capable de le délivrer.


Contraintes au niveau des tensions : seuils d’entrée et de sortie


Soient deux portes logiques (A et B) branchées en cascade :


                               A          VO                    VI      B

VOH
=  seuil de tension Haut en sortie (A)

VIH
=  seuil de tension Haut en entrée (B)

VOL
=  seuil de tension Bas en sortie (A)

VIL
=  seuil de tension Bas en entrée (B)


Pour garantir la bonne compréhension par B des niveaux logiques délivés par A il faut que la tension de sortie VO de A soit compréhensible par l’entrée VI de B :


VO > VOH
(
VO > VIH

soit :

VOH ( VIH

VO < VOL
(
VO < VIL

soit :

VOL ( VIL








MH : marge d’immunité au bruit Haute


ML : marge d’immunité au bruit Basse


Contraintes au niveau des courants : Notion de sortance

                                 A                                     B1


                                                                               B2


                                                                               Bn


iO = iI1 + iI2 + iI3 + … + iIn 


La sortie de la porte logique A est modélisée par un générateur de Thévenin (source de tension VO en série avec une impédance Rs).









Plus le nombre N de portes logiques connectées en sortie augmente : plus iO augmente

Donc, à VO constant : VI diminue comme N augmente (VI = VO – RS iO) et risque de devenir inférieur au seuil VIH.

En conséquence, le signal appliqué en entrée des portes logiques B risque de ne plus être reconnu comme un niveau Haut.


La sortance N d’une porte logique A par rapport à une porte logique B est le nombre de portes logiques B que l’on peut connecter en sortie de A sans détériorer l’immunité au bruit :


Sortance = N = valeur minimale de ((IOH / IIH( , (IOL / IIL()

IOH
=  courant de sortie à l’état Haut (A)

IIH
=  courant d’entrée à l’état Haut (B)

IOL
=  courant de sortie à l’état Bas (A)

IIL
=  courant d’entrée à l’état Bas (B)


III.4.3 Comportement temporel des portes logiques

Temps de montée et de descente


Les fronts de montée et de descentes des signaux physiques ne sont pas à pente infinie :

Temps de montée :

Pour passer d’un niveau Bas à un niveau Haut, le signal met le temps tr (rise time).

tr = temps que met le signal pour passer de 10 % VMAX à 90 % VMAX 

Temps de descente :

Pour passer d’un niveau Haut à un niveau Bas, le signal met le temps tf (fall time).

tf = temps que met le signal pour passer de 90 % VMAX à 10 % VMAX.







Les temps de montée et de descente sont dus principalement aux capacités parasites existant dans le montage (temps de charge et de décharge non nuls).

Remarque : plus un circuit sera intégré dans de petites dimensions, plus les capacités parasites seront faibles et plus il sera rapide.


Temps de propagation


En théorie, dès que l’entrée d’une porte logique change de niveau, la sortie devrait réagir de façon instantanée. En réalité, il s’écoule un temps de propagation tp entre ces deux instants.

tp = temps séparant l’instant de passage du signal d’entrée e par le seuil e0, de l’instant de passage du signal de sortie s par le seuil s0.

e0 = (VIH + VIL)/2




s0 = (VOH + VOL)/2









tpH = temps de propagation en montée
tpL = temps de propagation en descente


Cas des bascules


La sortie d’une bascule ne change d’état que lors de l’apparition du front actif d’horloge (les entrées de forçage n’étant pas activées).


Pour obtenir un bon fonctionnement de la bascule, il faut :

· un signal stable en entrée pendant un certain temps précédant l’apparition du front actif d’horloge :

( temps de prépositionnement : tset up
· le maintien pendant un certain temps du niveau appliqué en entrée après l’apparition du front actif d’horloge :


( temps de maintien : thold
Exemple :










Pour que la bascule prenne en compte le signal présenté en entrée E, on devra avoir :

t1 > tset up

et

t2 > thold
III.5 Registres

III.5.1 Définition

Un registre est un circuit permettant de mémoriser de façon temporaire un ensemble d’informations binaires.


Un registre est constitué de n bascules synchrones commandées par la même horloge.


III.5.2 Registre tampon

Un registre tampon de n bits permet de mémoriser une information binaire de n bits durant une période du signal d’horloge.


Exemple : registre tampon de 4 bits (bascules de type D)












Les informations présentées en entrée (Di) sont transférées en sortie (Qi) lors de l’apparition du front actif d’horloge (t) et mémorisées jusqu’au front actif d’horloge suivant (t + T), même si durant cette période (T) les entrées changent de valeur.


III.5.3 Registre à décalage

Un registre à décalage à droite est constitué de n bascules (type D) dont l’entrée de chacune est reliée à la sortie de la bascule précédente. Seule la première bascule est reliée à l’entrée série E.


A chaque front actif d’horloge, la valeur initiale de E est décalée d’un cran vers la droite.


Applications : 

· transformation série en parallèle,

· division binaire par 2 …

Application : registre à décalage (4 bits)
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III.6 Synthèse des systèmes séquentiels synchrones

Le but est d’établir le schéma de câblage d’un système séquentiel, à partir du cahier des charges.


III.6.1 Plan de synthèse :

1) Etablir le graphe de succession des états

2) Etablir le tableau des états et des sorties

3) Coder les états

4) Etablir le tableau des excitations et des sorties

5) En déduire l’équation des sorties du système

6) Etablir la table des équations caractéristiques des bascules

7) En déduire les équations des entrées des bascules

8) Dessiner le schéma de câblage du système.


III.6.2 Applications : compteurs synchrones et asynchrones

III.6.2.1 Compteurs synchrones


Un compteur est dit synchrone lorsque le même signal d’horloge est appliqué simultanément à toutes les bascules qui le constituent. Les changements d’états des bascules sont donc ainsi synchronisés.

Application : Compteur affichant la succession des valeurs suivantes (exprimées en binaire) :

0 -  1  -  2  -  3  -  4  -  5  -  6  -  7  -  0  -  …

1)
Graphe de succession des états













2) Tableau des états et des sorties

	Etat présent
	Etat futur
	Sorties (t = n)

	(t = n)
	(t = n + 1)
	S2
	S1
	S0

	0
	1
	0
	0
	0

	1
	2
	0
	0
	1

	2
	3
	0
	1
	0

	3
	4
	0
	1
	1

	4
	5
	1
	0
	0

	5
	6
	1
	0
	1

	6
	7
	1
	1
	0

	7
	0
	1
	1
	1


3) Codage des états

Dans le cas présent, les sorties des bascules (Qi) permettront d’afficher directement le codage binaire des valeurs.

Règle générale :

Le nombre n de bascules nécessaires pour coder m états est défini par la relation :


2n-1  <  m  (  2n
Soit pour le cas présent : m = 8, il faudra donc 3 bascules (de type JK)

4) Tableau des excitations

	Etat présent

(t = n)
	Etat futur

(t = n + 1)

	Q2n
	Q1n
	Q0n
	Q2n+1
	Q1n+1
	Q0n+1

	0
	0
	0
	0
	0
	1

	0
	0
	1
	0
	1
	0

	0
	1
	0
	0
	1
	1

	0
	1
	1
	1
	0
	0

	1
	0
	0
	1
	0
	1

	1
	0
	1
	1
	1
	0

	1
	1
	0
	1
	1
	1

	1
	1
	1
	0
	0
	0


5) Equations des sorties

S2 = Q2
S1 = Q1
S0 = Q0
6 et 7)
Table des équations caractéristiques et équations des entrées des bascules

But : Déterminer les équations des entrées des bascules (J et K) à partir de l’équation caractéristique (Qn+1 = J Qn + K Qn) déduite de la table des excitations.

Q2n+1
	Q1 Q0
Q2
	0 0
	0 1
	1 1
	1 0

	0
	0
	0
	1
	0

	1
	1
	1
	0
	1


Q2n+1 = J2 Q2n + K2 Q2n 
(      ( J2 = Q1 Q0
                                                           
 (     

Q2n+1 = Q1 Q0 Q2 + (Q1 + Q0) Q2 
(      ( K2 = Q1 + Q0 ( K2 = Q1 Q0
Q1n+1
	Q1 Q0
Q2
	0 0
	0 1
	1 1
	1 0

	0
	0
	1
	0
	1

	1
	0
	1
	0
	1


Q1n+1 = J1 Q1n + K1 Q1n 
(      ( J1 = Q0
                                                           
 (     

Q1n+1 = Q0 Q1 +  Q0 Q1 
(      ( K1 = Q0 ( K1 = Q0
Q0n+1
	Q1 Q0
Q2
	0 0
	0 1
	1 1
	1 0

	0
	1
	0
	0
	1

	1
	1
	0
	0
	1


Q0n+1 = J0 Q0n + K0 Q0n 
(      ( J0 = 1

                                                           
 (     

Q0n+1 = Q0 
(      ( K0 = 0 ( K0 = 1

8) Schéma de câblage
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III.6.2.2 Compteurs asynchrones


Dans le cas du compteur synchrone, les impulsions d’horloge sont envoyées simultanément sur chacune des bascules. Dans le cas d’un compteur asynchrone, seule la première bascule reçoit les impulsions d’horloge, les bascules suivantes sont commandées par la sortie de la bascule précédente.


Exemple : compteur asynchrone affichant la succession suivante :

0  -  1  -  2  -  3  -  4  -  5  -  6  -  7  -  0  -  …
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Réalisation des compteurs asynchrones par forçage de remise à 0

On réalise un compteur asynchrone affichant la succession des valeurs de 0 à m (comprenant donc m+1 états) à partir d’un compteur asynchrone affichant la succession des valeurs de 0 à 2n (tel que 2n-1 < m+1 < 2n) et en provoquant l’arrêt du comptage à la valeur m et la relance de l’affichage à partir de 0 par activation de l’entrée de forçage à 0 des bascules (entrée Reset).

Exemple : compteur  asynchrone affichant la succession suivante :

0  -  1  -  2  -  3  -  4  -  5  -  0  -  …

m = 5  (  6 états  (  n = 3  (22 < 6 < 23)

( base  =  compteur à 3 bascules affichant la succession  :

0 -  1  -  2  -  3  -  4  -  5  -  6  -  7  -  0  -  …

pour lequel on arrêtera le comptage à 5 et on provoquera la remise à 0 des bascules sur détection de la valeur 6 (la valeur 5 doit restée affichée durant une période d’horloge).


Supposons que l’on utilise des bascules JK à entrées de forçage (SET et RESET) actives sur niveau logique 1.


Il faut donc réaliser un système combinatoire dont la fonction de sortie (CLEAR) prendra la valeur 0 pour toutes les valeurs affichées comprises entre 0 et 5 (fonctionnement normal du compteur au rythme de l’horloge) puis la valeur 1 lors du passage à la valeur 6 (provoquant une remise à 0 des bascules).


Table de vérité de la fonction CLEAR

	
	S2
	S1
	S0
	CLEAR

	0
	0
	0
	0
	0

	1
	0
	0
	1
	0

	2
	0
	1
	0
	0

	3
	0
	1
	1
	0

	4
	1
	0
	0
	0

	5
	1
	0
	1
	0

	6
	1
	1
	0
	1

	7
	1
	1
	1
	X



L’affichage des valeurs en binaire est directement obtenu à l’aide des sorties des bascules, donc :

S2 = Q2
S1 = Q1
S0 = Q0
Equation de la fonction CLEAR

CLEAR

	Q1 Q0
Q2
	0 0
	0 1
	1 1
	1 0

	0
	0
	0
	0
	0

	1
	0
	0
	X
	1


CLEAR  =  Q2 Q1
Schéma de câblage :
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III.6.2.3 Inconvénients des systèmes asynchrones

Le temps de propagation (tp), qui correspond au temps que met une bascule pour réagir à une impulsion d’horloge, s’accumule de bascule en bascule et provoque ainsi l’affichage de valeurs intermédiaires erronées.

Dans le compteur précédent, le passage de l’affichage de la valeur 3 (011) à la valeur 4 (100) s’effectue de la façon suivante :
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Si la lecture de l’information de sortie est effectuée durant les états intermédiaires, soit 3 tp après le front actif d’horloge, celle-ci sera erronée.


Si la sortie du compteur sert à piloter un système numérique, la production de valeurs intermédiaires erronées va provoquer des dysfonctionnements.


Si la sortie du compteur ne sert qu’à piloter un système de visualisation des valeurs, l’œil humain n’aura pas le temps d’enregistrer ces valeurs et les états intermédiaires ne seront alors pas préjudiciables.


En conclusion, il convient de réserver l’utilisation des systèmes séquentiels asynchrones aux systèmes d’affichages ou alors de prendre en compte, dans la réalisation des systèmes numériques, les états intermédiaires élaborés par les systèmes asynchrones.

III.7 Analyse des systèmes séquentiels synchrones

III.7.1 Objectif

L'analyse d'un système séquentiel synchrone a pour objectif de déterminer le fonctionnement du système, c'est à dire de connaître la succession des états et la valeur des sorties en fonction des entrées.


L'analyse du système est effectuée à partir du schéma de câblage du système.


Dans un système séquentiel, les sorties principales peuvent être fonction :

· soit seulement de l'état présent du système (valeur des sorties des bascules)  (  Sk  =  f(Qi)

· soit à la fois de l'état présent du système et de la valeur des entrées principales  (  Sk  =  f'(Ex, Qi)


De même, les états futurs du systèmes peuvent être fonction :

· soit seulement de l'état présent du système  (  Qjn+1  =  f''(Qin)

· soit à la fois de l'état présent du système et de la valeur des entrées principales  ( Qjn+1  =  f'''(Ex, Qin)


Ainsi, deux types de graphes peuvent être établis :


1) cas Sk  =  f(Qi)







2) cas Sk  =  f'(Ex, Qi)







III.7.2 Plan d'analyse

A partir du schéma du système :

1) Ecrire les équations des commandes des bascules :

· équations des entrées des bascules (J, K ou D ou T, …) en fonction des variables principales (entrées Ex du système) et des variables secondaires (sorties Qi des bascules),

· équations des sorties des bascules à l'état futur (Qjn+1) en fonction des sorties à l'état présent (Qin) et des entrées principales (Ex) :





Qjn+1  =  f''(Qin)





ou





Qjn+1  =  f'''(Ex, Qin)

2) Ecrire les équations des sorties du système :

· Sk  =  f(Qi),




ou

· Sk  =  f'(Ex, Qi),

3) Etablir le tableau binaire des sorties des bascules à l'état futur (Qjn+1) en fonction des sorties des bascules à l'état présent (Qin) et des entrées principales (Ex).

4) Etablir le tableau binaire des sorties du système (Sk) en fonction des sorties à l'état présent des bascules (Qin) et des entrées principales (Ex).

5) Coder les états du système.

6) Etablir le tableau des états codés des sorties des bascules à l'état futur (Qjn+1) en fonction des états codés des sorties des bascules à l'état présent (Qin) et des entrées principales (Ex).

7) Etablir le tableau des sorties du système (Sk) en fonction des états codés des sorties à l'état présent des bascules (Qin) et des entrées principales (Ex).

8) Dessiner le graphe de succession des états.


III.7.3 Application : détecteur de séquence 101
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1) Equations des commandes des bascules


J1 = Q2 + E

J2 = E + Q1 = E . Q1
K1 = Q2


K2 = E ( Q1 = E . Q1  +  E . Q1

Q1n+1 = J1 Q1n + K1 Q1n
Q2n+1 = J2 Q2n + K2 Q2n


Q1n+1 = (Q2n + E) Q1n + Q2n Q1n
Q2n+1 = E Q1n Q2n + (E Q1n + E Q1n) Q2n

Q1n+1 = Q2n Q1n + E Q1n + Q2n Q1n
Q2n+1 = E Q1n Q2n + E Q1n Q2n + E Q1n Q2n

2) Equation de la sortie principale


S = Q1 + Q2 = Q1 Q2
3) Tableau binaire des états

	Etat présent

(t = n)
	Etat futur

(t = n + 1)

	
	E = 0
	E = 1

	Q1n
	Q2n
	Q1n+1
	Q2n+1
	Q1n+1
	Q2n+1

	0
	0
	0
	0
	1
	0

	0
	1
	1
	1
	1
	0

	1
	0
	1
	1
	1
	0

	1
	1
	0
	0
	0
	1



4) Tableau binaire de la sortie

	Etat présent

(t = n)
	Sortie



	Q1n
	Q2n
	S

	0
	0
	0

	0
	1
	1

	1
	0
	0

	1
	1
	0



5) Codage des états

	Etat
	Code

	Q1
	Q2
	

	0
	0
	A

	0
	1
	B

	1
	0
	C

	1
	1
	D



6) Tableau des états codés

	Etat présent

(t = n)
	Etat futur

(t = n + 1)

	
	E = 0
	E = 1

	A
	A
	C

	B
	D
	C

	C
	D
	C

	D
	A
	B



7) Tableau de la sortie en fonction des états codés

	Etat présent

(t = n)
	Sortie

S

	A
	0

	B
	1

	C
	0

	D
	0



8) Graphe de succession des états
















Le système étudié effectue la mise à 1 de la sortie S lorsque l'entrée E prend successivement les valeurs 1 puis 0 puis 1 au rythme de l'horloge.


Il s'agit donc bien d'un détecteur de séquence 101.
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