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Les isométries du plan

Transformation ponctuelle du plan :

C’est une application du plan dans lui même qui à tout point M du plan associe un point M’ du même plan.

Isométrie du plan :

La racine grecque tient lieu de définition 

- « Iso » : même

- « métron » : mesure

C’est une bijection qui conserve les distances .

Soient A et B deux points du plan, A’ et B’ leur transformé, on a A’B’ = AB (on a ici utilisé ici une notation abusive de la distance).

Remarque : dans le cas du plan, il est équivalent de dire : « c’est une application qui conserve les distances » car on démontre qu’elle est alors bijective.

Pour le concours, on ne demandera pas de prouver qu’une transformation est une isométrie, on se limitera aux isométries les plus classiques, et on pourra alors utiliser les propriétés ci-dessous en précisant que les translations, symétries, rotations sont des isométries.

Propriétés :

Propriété 1 :

L’image d’une droite par une isométrie est une droite.

On peut dire aussi : « une isométrie conserve l’alignement »

Propriété 2 :

Une isométrie conserve le parallélisme

Si D1 et D2 sont deux droites parallèles, alors leur image D’1 et D’2 sont deux droites parallèles.

Attention : une isométrie ne transforme pas nécessairement une droite en une droite parallèle.

Propriété 3 :

Une isométrie conserve l’orthogonalité.

Si D1 et D2 sont deux droites perpendiculaires, alors leur image D’1 et D’2 sont deux droites perpendiculaires.

Plus généralement, une isométrie conserve les angles.

Propriété 4 :

L’image d’un cercle par une isométrie est un cercle dont le centre est le transformé du centre du cercle initial.

Une isométrie est directe si et seulement si elle conserve le sens de tous les angles du plan.

Les seules isométriques directes du plan sont les translations et les rotations.

Une isométrie est indirecte si et seulement si elle inverse le sens de tous les angles du plan.

Les types d’isométries du plan

La translation :

Vulgarisation : il s’agit d’un déplacement rectiligne.


On appelle translation de vecteur            l’application du plan dans lui même qui à tout point 


M  associe M’ tel que MM’  =  

Si on veut s’affranchir de la définition vectorielle, on peut proposer : 

Soient A et A’ deux points du plan, on appelle translation T (A,A’) l’application du plan vers lui-même qui à tout point M associe M’ tel que le quadrilatère AA’M’M soit un parallélogramme.

Conséquence : A’M’ = AM et donc la translation est une isométrie et vérifie les trois propriétés générales de toute isométrie.

Propriété supplémentaire :

L’image d’une droite D par une translation est une droite D’ parallèle à D

ou encore une translation transforme une droite en une droite parallèle.

La rotation :

Vulgarisation : il s’agit de « faire tourner » une figure à partir d’un point fixe


définition :

On appelle rotation toute application R du plan vers lui-même, pour laquelle il existe un point O et un angle a (orienté) tels que R(O) = O et que pour tout point M, différent de O son image R(M) est le point d’intersection du cercle de centre O et de rayon OM  avec la demi-droite issue de O qui forme avec [OM un angle égal à a .

O est le centre de la rotation

a est l’angle (orienté) de la rotation

Si a est différent de l’angle nul,

O est le seul point fixe (on dit aussi invariant)

de la rotation.

La construction du transformé d’un point résulte de la 

définition : il suffit de tracer le cercle de centre O et de 


rayon OM et l’angle (OM ,OM’) égal à « a »

Les rotations sont des isométries et vérifient donc les propriétés de conservation de l’alignement, du parallélisme et de l’orthogonalité.

Remarque : les rotations sont des isométries directes.

Cas particulier : une rotation d’angle plat 

(180° ou ( radians) est une symétrie centrale.

Propriété 1 bis :

Une isométrie directe qui possède un point fixe est une rotation (en incluant bien sûr la symétrie centrale).

Propriété 2 bis :

Toute isométrie directe est une translation ou une rotation.

Corollaire :

Une isométrie directe sans point invariant est une translation.

La symétrie centrale :

Vulgarisation : comme mentionné au paragraphe précédent, on obtient le symétrique d’une figure en la faisant tourner d’un angle plat autour d’un point fixe.


Définitions :

(1) une symétrie centrale de centre O est une rotation de centre O et d’angle plat.

(2) une symétrie centrale de centre O est l’application du plan vers lui-même qui à tout point M associe M’ tel que O soit le milieu de MM’ (si M est distinct de O) ou le point M lui-même si M est confondu avec O

(3) Comme nous le verrons dans un paragraphe ultérieur, la symétrie centrale est aussi une homothétie de rapport –1 (mais nous n’utiliserons pas cette définition car les nombres négatifs sont peu prisés à l’école élémentaire)

Conséquence : une symétrie centrale est une isométrie directe.

Elle conserve donc l’alignement, le parallélisme  et l’orthogonalité (et plus généralement les angles)

Propriétés supplémentaires : 

Propriété 1 :

Une symétrie centrale transforme une droite en une droite parallèle.

Propriété 2 :

Si M’ est le symétrique de M par rapport à O, alors M est le symétrique de M’ par rapport à O

On dit que M et M’ sont symétriques par rapport à O.

La bijection réciproque de S(o) est S(o) elle même : on dit qu’elle est involutive.

Définition : 

On dit qu’une figure admet un centre de symétrie O si cette figure coïncide avec son image par la symétrie de centre O

Propriété 3

Le symétrique d’un cercle de centre C par une symétrie centrale de centre O est un cercle de même rayon dont le centre est le symétrique de C par rapport à O

La symétrie orthogonale :

Vulgarisation :

Pour obtenir le symétrique d’une figure par rapport à une droite, il suffit de plier la feuille suivant cette droite et de faire coïncider la figure transformée par transparence.


Définitions :

(1) Soit (D) une droite du plan, la symétrie orthogonale d’axe (D) est l’application du plan vers lui-même qui à tout point M 

du plan associe M’ tel que 

MM’ = 2 MH 

Où H est le pied de la perpendiculaire à (D) issue de M.

(2) C’est l’application du plan vers lui-même qui à tout

point M associe M’ tel que (D) soit la médiatrice de [MM’]

où le point M lui-même s’il est sur (D)

Les définitions sont équivalentes, cette dernière permet 

d’éviter l’outil vectoriel.

Propriétés :

Propriété 1 :

La symétrie orthogonale est une isométrie ; elle conserve donc l’alignement, le parallélisme  et l’orthogonalité (ainsi que les angles).

Propriété 2 :

La symétrie orthogonale est une bijection involutive (elle est égale à sa réciproque)

On dit que les points M et M’ sont symétriques par rapport à (D)

Propriété 3 :

Une symétrie orthogonale transforme un cercle en un cercle de même rayon et les deux centres sont symétriques par rapport à (D)


Propriété 4 :

Les seuls points invariants par une symétrie orthogonale sont ceux de l’axe de symétrie.

Définition : On dit qu’une figure admet un axe de symétrie si cette figure coïncide avec son image par la symétrie d’axe (D)


Propriété 5 :

La symétrie orthogonale est une isométrie indirecte.

Vulgarisation : il est impossible par un simple glissement (à l’aide d’un papier calque) de faire coïncider une figure avec son image ; il est nécessaire de « retourner » le papier calque.

On dit que la symétrie orthogonale est un antidéplacement du plan.

Remarque : la symétrie orthogonale est un déplacement de l’espace.

Symétries d’une figure

On se limite aux figures les plus connues mais il y en a bien d’autres !

Figures admettant un axe de symétrie :

Le segment :

Remarque :

le milieu est aussi centre de symétrie

L’arc de cercle :


Remarque :

il n’admet pas de centre de symétrie

Un angle (paire de deux demi-droites de même origine) ou un secteur angulaire (ensemble des points du plan limité par deux demi-droites de même origine ; nous nous limiterons aux angles saillants.

Dans les deux cas, la bissectrice est axe de symétrie


Le triangle isocèle :



Le cerf-volant : 





Convexe



Concave

Le trapèze isocèle :

Figures admettant un centre de symétrie :

Le parallélogramme 

Figures admettant deux axes de symétrie :




Le rectangle




Le losange 

Comme nous le verrons au chapitre suivant ces deux figures admettent aussi un centre de symétrie car la composée de deux symétries orthogonales par rapport à deux axes orthogonaux est une symétrie centrale.

On peut aussi justifier le résultat précédent en considérant que ce sont des cas particuliers de parallélogrammes.


L’ellipse : 

Elle admet aussi un centre de symétrie.

figures admettant trois axes de symétrie

Le triangle équilatéral (ou régulier)

Remarque : contrairement aux figures

ci-dessus, il n’y a pas de centre de symétrie

Figures admettant 4 axes de symétrie

(et bien sûr une centre)





Le carré




La croix Grecque

Figures admettant 5 axes de symétrie


Le pentagone régulier :

Ce sont les médiatrices des côtés

Elles passent par le sommet opposé

Comme pour le triangle régulier,

il n’y a pas de centre de symétrie

L’étoile à 5 branches :

et ainsi de suite :

Figures admettant 6 axes de symétrie : les hexagones réguliers convexes et croisés

Le cercle admet une infinité d’axes de symétrie : ce sont les supports des diamètres


N.B. il existe une autre isométrie du plan : c’est la symétrie glissée composée d’une symétrie orthogonale et d’une translation de même direction que celle de l’axe de la symétrie orthogonale. (Nous ne la présenterons pas ici)

Les composées d’isométries du plan

Composée de deux translations :

La composée de la translation

T(A,B) par T(B,C) 

est la translation T(A,C)

Attention : la notation est inversée :

T(B,C) o T(A,B) = T(A,C)

Propriété : La composition des translations est commutative.

Composée de deux symétries orthogonales

a) par rapport à deux axes parallèles


MM’’ = 2 IJ d’où

La composée de deux symétries orthogonales

par rapport à des axes parallèles est


la translation de vecteur 2 IJ

I et J sont les points d’intersection des 

deux axes avec une droite perpendiculaire

à ces axes

remarque :  la composée n’est pas commutative car si l’on commence par le deuxième axe, on 


obtient la translation de vecteur 2 JI

b) par rapport à deux axes orthogonaux

M’ est le symétrique de M 

par rapport à d

M ‘’ est le symétrique de M’ 

par rapport à d’

On démontre que O est le milieu de MM’’

Donc la composée est la symétrie centrale

de centre O (intersection des deux axes)

Remarque : cette composée est commutative

Corollaire : la composée d’une symétrie centrale de centre O et d’une symétrie orthogonale d’axe D1 passant par O est une symétrie orthogonale par rapport à l’axe D2 perpendiculaire à D1 en O

c) par rapport à deux axes sécants non orthogonaux

La composée de deux symétries orthogonales

par rapport à deux axes D1 et D2 sécants en 

O est une rotation de centre O dont l’angle

orienté est le double de l’angle orienté (D1, D2)
Dans ce cas, la composée n’est pas commutative

Le cas particulier de la composition par rapport à deux axes orthogonaux relevait de la commutativité car en appliquant le théorème ci-dessus on obtient un angle orienté de +( dans un cas et de -( dans l’autre ce qui donne la même symétrie centrale dans les deux cas.

Composée de deux rotations :

a) de même centre

La composée de deux rotations de même 

centre O est une rotation de centre O

dont l’angle orienté est la somme des angles 

orientés des deux rotations.

b) de centres distincts

La composée est toujours une rotation : en effet, il s’agit de la composée de deux isométries directes et donc d’une isométrie directe, c’est une translation ou une rotation et il est évident que ce n’est pas une translation .

Il est plus difficile de déterminer le centre O; on peut toutefois le construire facilement en transformant deux points M et N en M’’ et N’’ ; comme OM = OM’’, O appartient à la médiatrice de MM’’ de même il appartient à la médiatrice de NN’’ ; c’est donc le point d’intersection des deux médiatrices.

On démontre que l’angle est encore la somme des deux angles orientés des deux rotations

Composée d’une translation et d’une rotation :

Nous supposerons qu’il ne s’agit ni de la rotation d’angle nul ni de la translation de vecteur nul. Dans chaque cas il s’agit alors de composer une transformation avec l’application identique du plan.

Dans le cas général, il s’agit de composer deux isométries directes du plan, la composée est donc une isométrie directe : c’est soit une translation, soit une rotation.

Comme dans le cas précédent, il ne s’agit pas d’une translation, c’est donc une rotation

On démontre qu’il s’agit d’une rotation d’angle ( (le même que celui de la rotation initiale)

Remarque : la composition n’est pas commutative.

Les autres transformations  du plan

La projection axiale :

Définition : on appelle projection

d’axe ( l’application du plan

sur la droite D qui à tout point

M du plan associe le point M’ 

de la droite D intersection de la 

parallèle à ( passant par M

et de la droite D.

L’axe ( n’est pas parallèle à D

Cas particulier : la projection orthogonale.

C’est l’application du plan sur la droite D

qui à tout point M du plan associe M’

de D intersection de D et de la perpendiculaire

à D issue de M

Les Homothéties :

Vulgarisation : il s’agit d’un agrandissement de figure.


Définition :

L’homothétie de centre O et de

rapport k est l’application du plan vers

lui même qui à tout point M du plan

associe M’ tel que




OM’ = k OM

Notation h(O, k) ou h(O, k)
Cas particuliers :

Si k = 1, c’est l’application identique du plan.

Si k = -1, c’est la symétrie centrale

Pour des raisons de présentation des agrandissements à l’école élémentaire, nous nous limiterons à des homothéties de rapport positif.

Si on veut s’affranchir de la définition vectorielle, on peut proposer la définition suivante :

On appelle homothétie de centre O et de rapport k, l’application du plan vers lui-même qui à O associe O et à tout point M distinct de O associe M’ tel que O, M et M’ soient alignés et OM’ = kOM ( avec des notations correctes d(O ,M’) = k d(O,M) )

Elle présente un unique point invariant O

Propriété caractéristique : (elle est la seule transformation à la posséder)

Une homothétie est une transformation du plan qui pour tout couple de points (M,N) vérifie :


M’N’ = k MN  

(où M’ et N’ sont les homothétiques de M et N)

Autres propriétés :

On notera l’alignement du centre d’un point et de son transformé.

Une homothétie conserve l’alignement, le parallélisme, l’orthogonalité et les angles

Une homothétie conserve les rapports : il s’agit de la modélisation géométrique de la proportionnalité.

Soit un quadruplet (A,B,C,D)

et A’, B’, C’, D’ leur homothétique




on a  


Image d’un cercle par une homothétie :

L’image d’un cercle (C) de centre A 

et de rayon R par une homothétie 

de centre O et de rapport k (réel positif)

est un cercle (C’) de centre A’ = h(A)

et de rayon R’ = k R

Conséquence :

les dimensions de deux figures homothétiques 

constituent deux suites de nombres proportionnels


Exemple d’utilisation d’une homothétie :

Construire un carré inscrit dans un triangle

On utilise la propriété : deux carrés dont les côtés sont parallèles sont homothétiques dans une homothétie dont le centre est l’intersection des droites joignant les sommets.


On prend un point M’ quelconque sur le côté AB, on trace la perpendiculaire à AB passant par M qui coupe AC en Q’ ; on achève le tracé du carré M’Q’P’N’ (trois de ses sommets sont sur les côtés du triangle) l’intersection de AP’ et BC nous donne le point P.

L’homothétie de centre A et de rapport AP/AP’ transforme le carré en un carré dont les quatre sommets sont sur les côtés du triangle.

Composition d’homothéties

Composée de deux homothéties de même centre

Propriété :

La composée de deux isométries de même centre O et de rapport k1 et k2  est, une isométrie 

de centre O et de rapport k1 k2  

Les similitudes :

Elles sont évoquées ici surtout pour le vocabulaire (il y a peu de chances qu’elles fassent l’objet d’une question au concours) ; en effet dans le langage courant, on a souvent tendance à confondre semblable et identique 

Des figures identiques sont des figures superposables 

Des figures semblables se déduisent l’une de l’autre par une similitude.

Une autre raison de la présentation est une illustration de la proportionnalité

Il s’agit toujours d’un agrandissement

Définition :

Une similitude est la composée d’une isométrie et d’une homothétie. 



Dans l’exemple ci-dessus, les figures F1 et F3 sont semblables

F1 se transforme en F2 par l’homothétie de centre O

F2 se transforme en F3 par la symétrie axiale d’axe (
Propriétés :

Une similitude conserve l’alignement, le parallélisme, l’orthogonalité et les angles

Une similitude conserve les rapports : il s’agit toujours d’une modélisation géométrique de la proportionnalité.

Les réciproques sont plus délicates :

Pour les triangles , l’égalité des angles suffit : en particulier tous les triangles équilatéraux sont semblables.

De même deux triangles dont les trois côtés de l’un sont proportionnels aux trois côtés de l’autre sont semblables.

Il existe un troisième cas (tombé en désuétude) : si deux triangles sont tels qu’un angle de l’un 

soit égal à un angle de l’autre et que les côtés qui limitent l’un de ces angles soient proportionnels aux côtés qui limitent l’autre alors ces triangles sont semblables.

Pour les quadrilatères, (et plus généralement pour les polygones) les conditions d’égalité d’angle ou de proportionnalité des rapports ne sont pas suffisantes.

Cas d’égalité d’angles : exemple et contre-exemple :

Le carré : Tous les carrés sont semblables.

En revanche, deux rectangles dont les angles sont pourtant égaux ne sont pas toujours semblables ; leurs côtés ne sont pas nécessairement proportionnels.


N.B. Sur un plan didactique, il s’agit d’un grand classique pour introduire la proportionnalité

On peut par exemple présenter une planche de rectangles et demander de les classer ; il y a deux cadres pour (in)valider : le cadre numérique avec le rapport des dimensions ; le cadre géométrique en faisant coïncider un sommet qu’on considérera comme centre d’une homothétie et en vérifiant ou non l’alignement des autres sommets



Une autre piste pédagogique consiste à dessiner un rectangle assez grand sur une feuille A4 et de diminuer les dimensions de 1 cm à plusieurs reprises (en gardant comme précédemment un sommet commun) ; on voit progressivement la déformation du rectangle.

et les alignements non conservés


Cas d’égalité de rapports : contre-exemples

Un carré de 3 cm de côté et un losange de 6 cm de côté ont des côtés proportionnels et pourtant, ne sont pas des figures semblables (ils n’ont pas les mêmes angles)


A fortiori deux polygones dont les côtés sont proportionnels ou dont les angles sont égaux ne sont pas nécessairement des figures semblables.

Un grand classique l’hexagone dont tous les côtés sont égaux (il n’est pas nécessairement régulier)


Les deux hexagones ont leurs côtés égaux donc les côtés de l’un sont proportionnels aux côtés de l’autre mais ils ne sont pas semblables : le premier est régulier mais pas le second.

Deux cercles sont toujours homothétiques et donc sont toujours semblables.

En revanche, deux arcs de cercle ne sont pas toujours semblables

Les affinités :

Elles sont présentées ici à des fins de culture générale, mais surtout pour enfin rencontrer une transformation « qui transforme » (il n’y a pratiquement aucune chance de les rencontrer au concours)

Pour des raisons déjà évoquées, nous nous limiterons à des affinités de rapport positif

Les affinités obliques :

définition :

L’affinité de rapport k et 

d’axe ( par rapport à une droite D

non parallèle à ( est l’application 

du plan vers lui-même qui à tout point M 

associe M’ tel que [MM’] soit parallèle

à ( et HM’ = k HM

H = D ( (
l’affinité orthogonale

Définition

L’affinité orthogonale de rapport k par rapport à une droite D est l’application du plan vers lui-même qui à tout point M associe M’ tel que [MM’] soit perpendiculaire à D et tel que 

HM’ = k HM (les notations sont les mêmes que précédemment)

Sur la figure ci-dessous, on peut observer la déformation.
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